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CALCULUL ȘI CONSTRUCȚIA ARBORELUI COTIT

1. ROLUL FUNCŢIONAL

Arborele cotit (fig.12.1) este antrenat într-o
mişcare de rotaţie de cãtre forţele longitudinale ale
bielelor şi transmite spre utilizare momentul motor
dezvoltat de forţa de presiune a gazelor. La
motoarele policilindrice, arborele cotit însumeazã
lucrurile mecanice produse în fiecare cilindru şi
transmite momentul rezultant utilizatorului de
energie (maşinii antrenate). Totodatã, arborele
cotit antreneazã în mişcare unele agregate şi
sisteme auxiliare ale motorului.

Fig.12.1

2. CONSTRUCŢIA ARBORELUI COTIT

Arborele cotit este alcãtuit dintr-un numãr de coturi egal cu numãrul cilindrilor – la
motoarele în linie – sau cu jumãtatea numãrului de cilindri – la motoarele în V. La rândul sãu,
fiecare cot este format din douã braţe şi un fus maneton care se articuleazã cu capul bielei
(fig.12.2 și 12.3). În unele cazuri (în special la motoarele rapide şi semirapide), pentru echilibrare,
pe braţe, în partea opusã manetoanelor, se monteazã contragreutãţi. Legãtura dintre coturi este
realizatã prin intermediul unor fusuri de reazem, numite fusuri palier. Considerând şi fusurile
palier de la extremitãţile arborelui cotit, rezultã cã, în mod obişnuit, un arbore are (i+1) fusuri palier
la motoarele în linie şi (i/2+1) fusuri palier la cele în V. La motoarele de puteri foarte mici, fusurile
palier intermediare pot lipsi, legãtura dintre coturi realizându-se prin intermediul unui braţ comun,
oblic (fig.12.4).

Fig.12.2
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Fig.12.3

a b
Fig.12.4

Partea arborelui cotit care transmite spre utilizare momentul motor (este cuplatã cu
consumatorul) se numeşte partea posterioarã, iar, în opoziţie cu ea, cealaltã extremitate se
numeşte partea frontalã. La partea posterioarã se prelucreazã o flanşã de care se prinde
volantul cu coroana dinţatã. Aceastã piesã (fig.12.5) asigurã o uniformizare a vitezei unghiulare a
arborelui cotit.

a b
Fig.12.5

Datoritã mişcãrii alternative a pistoanelor şi a variaţiei în limite largi a presiunii fluidului
motor, rezultã variaţii importante ale momentului motor şi, implicit, ale vitezei unghiulare de rotaţie.
Pentru ca aceste variaţii sã nu devinã supãrãtoare, se monteazã volantul care are o masã (implicit
moment de inerţie) ridicatã. Drept urmare, el joacã rolul de acumulator de energie, înmagazinând,
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în condiţii de variaţie limitatã a vitezei de rotaţie, excedentul de energie mecanicã produsã de
motor. Atunci când, în aceleaşi condiţii, motorul devine deficitar, în raport cu consumatorul, sub
aspectul energiei mecanice reclamate de acesta, volantul cedeazã energia înmagazinatã.

Coroana dinţatã a volantului este utilizatã pentru virarea şi, eventual, lansarea motorului.
Tot pe circumferinţa volantului sunt marcate gradaţii unghiulare ce corespund cu poziţia manivelei
nr.1. Aceste marcaje servesc la reglarea distribuţiei şi a injecţiei (aprinderii, la m.a.s.-uri).

La partea anterioarã a arborelui cotit, se monteazã, prin panã, o roatã dinţatã pentru
antrenarea agregatelor şi mecanismelor auxiliare.

Pentru a obţine o funcţionare cât mai uniformã a motorului, este necesar ca intervalele de
timp care separã funcţionarea succesivã a cilindrilor sã fie egale şi, în consecinţã, decalajele
unghiulare dintre coturile arborelui cotit sã fie egale. Motoarele la care este asiguratã aceastã
ondiţie poartã denumirea de motoare cu aprinderi
uniform repartizate. Aceastã soluţie atrage dupã sine
şi alte avantaje privind echilibrajul de ansamblu al
motorului şi, în consecinţã, marea majoritate a
motoarelor în linie se construiesc cu aprinderi uniform
repartizate.

Pentru a stabili poziţia unghiularã relativã a
coturilor, se construieşte steaua manivelelor. Aceasta
reprezintã configuraţia geometricã obţinutã prin
proiectarea planurilor coturilor pe un plan normal la axa Fig.12.6
arborelui cotit (fig.12.6).

La motoarele cu simplã acţiune, decalajul unghiular  dintre douã aprinderi succesive
(dintre coturile arborelui cotit) rezultã prin împãrţirea perioadei ciclului motor

 ⋅=180ciclu [°RAC]                                                       (12.1)
la numãrul i de cilindri ai motorului:

ii
ciclu 

 ⋅==∆ 180 [°RAC].                                                 (12.2)

Rezultă, așadar, faptul că motoarele în 4 și, respectiv, 2 timpi vor avea configurații diferite
ale stelelor manivelelor. Acest lucru este valabil doar pentru motoarele cu număr par de cilindri (cu
excepția motorului cu 2 cilindri), la cele cu număr impar de cilindri configurațiile fiind identice. În
tabelul 12.1 sunt prezentate stelele manivelelor pentru cele mai uzuale tipuri de motoare în linie.

Tabelul 12.1

Numărul
de cilindri

Numărul de timpi Numărul
de cilindri

Numărul de timpi
τ=2 τ=4 τ=2 τ=4

i=2 i=5

i=3 i=6

i=4 i=7
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Tabelul 12.1 (continuare)

Numărul
de cilindri

Numărul de timpi Numărul
de cilindri

Numărul de timpi
τ=2 τ=4 τ=2 τ=4

i=8 i=11

i=9 i=12

i=10 i=13

Se poate remarca faptul că, la toate motoarele cu număr impar de cilindri și la motoarele în
2 timpi cu număr par de cilindri, manivelele arborelui cotit sunt uniform distribuite în jurul axei de
rotație. În schimb, la motoarele în 4 timpi, cu număr par de cilindri, manivelele sunt două câte două
în „fază” (ocupă aceeași poziție).

În funcţie de numãrul de timpi τ şi de numãrul de cilindri i, se definesc mai multe reguli de
construire a stelei manivelelor, precizate de cerinţele de echilibrare a motorului cu aprinderi
uniform repartizate şi cilindri în linie:

a) la motoarele în 4 timpi şi numãr par de cilindri, manivelele sunt douã câte douã în fazã. O
mai bunã echilibrare se obţine prin utilizarea arborilor cotiţi cu plan central de simetrie
(arborii simetrici). La acești arbori, manivelele în fazã sunt dispuse la egalã distanţã de
mijlocul arborelui cotit (fig.12.7 și 12.8). Acești arbori pot fi considerați ca fiind alcătuiți din
două jumătăți identice, fiecare dintre acestea constituind imaginea în oglindă a celeilalte;

Fig.12.7
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a b c

Fig.12.8

b) la motoarele în doi timpi cu numãr par de cilindri, manivelele sunt uniform distribuite în
jurul axei de rotaţie a arborelui cotit. La acești arbori, poate fi realizatã o simetrie a
arborelui prin dispunerea manivelelor în opoziţie la egalã distanţã de mijlocul arborelui. La
aceste motoare se utilizează, astfel, arborii semisimetrici (fig.12.9 și 12.10). Arborii
semisimetrici pot fi considerați ca fiind alcătuiți din două jumătăți identice, fiecare dintre
acestea constituind imaginea în oglindă a celeilalte, rotită cu 180°;

Fig.12.9

a b c

Fig.12.10
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c) la motoarele cu număr impar de cilindri (în 4 sau 2 timpi), manivelele sunt uniform
distribuite în jurul axei de rotaţie a arborelui cotit. Și în acest caz poate fi realizatã o
simetrie a arborelui prin dispunerea simetrică a manivelelor situate la egalã distanţã faţã
de manivela medianã (fig.12.11 și 12.12).

Fig.12.11

a b c

Fig.12.12

În cazul motoarelor în V, existã douã soluţii posibile:
a) dacã i este divizibil cu 4, se utilizeazã un arbore cotit cu plan central de simetrie al unui

motor în linie, în patru timpi cu i/2 cilindri;
b) dacã i nu este divizibil cu 4, se utilizeazã arborele cotit al unui motor în linie, în doi timpi

cu i/2 cilindri (eventual semisimetric).
Configurația stelei manivelelor determină și ordinea de aprindere a motorului. Astfel, pentru

motoarele în 2 timpi cu număr par de cilindri (motoarele cu arbori semisimetrici), pentru un sens de
rotație al arborelui cotit, există o singură ordine de aprindere. Spre exemplificare, pentru arborii
cotiți din figura 12.10, considerând sensul de rotație invers trigonometric, ordinile de aprindere
sunt:

a) 1-2-4-3-1 (fig.12.10.a);
b) 1-4-2-6-3-5-1 (fig.12.10.b);
c) 1-4-6-2-8-5-3-7-1 (fig.12.10.c).
În cazul motoarelor cu număr impar de cilindri, configurația stelei manivelelor – pentru un

anumit sens de rotație – determină ordini de aprinedere diferite pentru motoarele în 2 sau 4 timpi.
De exemplu, considerând sensul de rotație invers trigonometric, arborii cotiți din figura 12.12
determină următoarele ordini de aprindere:

a) 1-5-2-4-1 la motoarele în 2 timpi și 1-2-4-5-3-1 la motoarele în 4 timpi (fig.12.12.a);
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b) 1-5-2-4-6-3-7-1 la motoarele în 2 timpi și 1-2-6-7-5-4-3-1 la motoarele în 4 timpi
(fig.12.12.b);

c) 1-9-4-7-2-5-8-3-6-1 la motoarele în 2 timpi și 1-4-2-8-6-9-7-5-3-1 la motoarele în 4 timpi
(fig.12.12.c).

În sfârșit, la motoarele în 4 timpi cu număr par de cilindri (la arborii simetrici), pentru o
anumitã configuraţie a arborelui cotit existã mai multe ordini de aprindere posibile. Spre
exemplificare, în cazul arborelui cotit simetric din figura 12.8.b, pentru sensul de rotație invers
trigonometric, sunt posibile următoarele ordini de aprindere:

a) 1-2-3-6-5-4-1;
b) 1-2-4-6-5-3-1;
c) 1-5-3-6-2-4-1;
d) 1-5-4-6-2-3-1.
Existã mai multe criterii de triere a ordinilor de aprindere, şi anume:

a) încãrcarea minimã a lagãrelor arborelui cotit;
b) reducerea pericolului de rezonanţã la vibraţiile torsionale;
c) sporirea gradului de umplere a cilindrului;
d) reducerea trepidaţiilor motorului sub acţiunea momentului de rãsturnare.

Cel mai important criteriu este cel de asigurare a încărcării minime a lagărelor arborelui
cotit. În acest scop, este necesară evitarea aprinderilor succesive între cilindrii alăturați. Astfel,
pentru arborele simetric din figura 12.8.b, este preferabilă cea de-a treia ordine de aprindere: 1-5-
3-6-2-4-1. Totuşi sunt situaţii în care, luându-se în considerare şi celelalte criterii, se renunţã la
acest criteriu fundamental.

Braţele arborelui cotit se pot confecţiona în formã paralelipipedicã (fig.12.13.a), dar rezultã
o masã sporitã a lor. Utilizând aceeaşi formã, pot fi însã eliminate muchiile care nu participã la
transmiterea eforturilor (fig.12.13.b şi c). Când se micşoreazã grosimea h a braţelor, pentru a
reduce lungimea arborelui, din considerente de rezistenţã, este necesarã creşterea lãţimii b. Se
ajunge astfel la forma elipticã (fig.12.13.d) sau, chiar, circularã (fig.12.13.e), forme care au o
acţiune favorabilã şi asupra rezistenţei la obosealã.

Fig.12.13

Racordarea fusurilor cu braţul se face prin intermediul
unui prag (fig.12.14.a), cu raze de racordare mari (fig.12.14.b)
sau cu racordare cu degajãri (fig.12.14.c).

Pentru a reduce greutatea arborelui şi a forţelor
centrifuge dezvoltate, fusurile pot fi gãurite. Aceasta duce la
mãrirea rezistenţei la obosealã, cele mai eficiente fiind fusurile
cu gãuri în formã de butoi. Fig.12.14

Ungerea arborelui cotit se realizeazã cu ulei sub presiune.
Lagãrele sunt alimentate cu ulei cu ajutorul unor canale practicate în arbore. În cazul fusurilor
gãurite, se utilizeazã conducte de conducere a uleiului (fig.12.15.a). Atunci când se utilizeazã
canale obişnuite, este necesarã etanşarea fusurilor cu capace înşurubate (fig.12.15.b) sau cu
capace fixate cu tiranţi (fig.12.15.c).
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Fig.12.15

Contragreutãţile care pot fi montate pe braţele arborelui cotit micşoreazã forţele de inerţie
ale maselor cu mişcare de rotaţie, însã agraveazã vibraţiile de rãsucire ale arborelui. De aceea, în
mod obişnuit, contragreutãţile echilibreazã doar 40…50% din forţele de inerţie de rotaţie.

3. SOLICITÃRILE ȘI DIMENSIUNILE ARBORELUI COTIT

Dintre toate piesele motorului, arborele cotit suportã cele mai mari şi mai variate solicitãri.
Sub acţiunea forţelor de presiune a gazelor şi a celor de inerţie, în elementele arborelui cotit apar
solicitãri de întindere, compresiune, încovoiere şi rãsucire. Astfel, fusurile palier sunt solicitate
la răsucire (fig.12.16.a), în timp ce fusurile maneton sunt solicitate atât la răsucire (fig.12.16.b), cât
și la încovoiere. Cea de-a doua solicitare se manifestă atât în plan transversal (fig.12.16.c), cât și
în planul cotului (fig.12.16.d).

Fig.12.16

8

a
b

c d



CALCULUL ȘI CONSTRUCȚIA M.A.I. Tema 12

Fig.12.17

În ceea ce privește brațele arborelui cotit, acestea sunt solicitate la comprimare
(fig.12.17.a) sau întindere (fig.12.17.b), la răsucire (fig.12.17.c) și la încovoierile produse în planul
cotului (fig.12.17.d) și, respectiv, în planul brațului (fig.12.17.e).

Solicitãrile de încovoiere şi rãsucire compromit coaxialitatea fusurilor, ducând la uzura
rapidã a lagãrelor şi la pericolul ruperii cotului. Forţele variabile care acţioneazã asupra arborelui
cotit produc fenomenul de obosealã, periculos îndeosebi la trecerea de la braţ la fus. Solicitarea la
vibraţii torsionale este, de asemenea, periculoasã, putând produce uzuri suplimentare ale
fusurilor şi cuzineţilor şi chiar ruperea arborelui cotit. Aceste vibraţii produc defecţiuni şi în
funcţionarea unor sisteme auxiliare (transmisia, distribuţia etc.).

Fusurile arborelui cotit sunt supuse frecãrii şi uzurii. Ele trebuie sã aibã o duritate ridicatã şi
sã reziste la uzura abrazivã. Durata de serviciu a arborilor cotiţi trebuie sã fie comparabilã cu cea a
pistoanelor. Nivelul ridicat al solicitãrilor arborelui cotit impune confecţionarea sa cu o rezistenţã
mecanicã superioarã, care se obţine prin utilizarea unui material de calitate şi, mai ales, prin
sporirea rigiditãţii construcţiei. De asemenea, arborele cotit trebuie sã aibã o masã redusã, o
tehnologie cât mai simplã şi o siguranţã mare în funcţionare.

Prin alegerea adecvatã a formei arborelui cotit, se micşoreazã sensibil eforturile unitare
reale σ din cotul arborelui. Între efortul unitar σ*, determinat strict pe baza ariei secţiunilor de calcul
şi efortul unitar real σ, se stabileşte dependenţa

*
Fc σ⋅=σ , (12.3)

unde cF este un factor de formã care se stabileşte cu relaţia

bshF cccc,c ⋅⋅⋅⋅= ρ31 . (12.4)

a b

dc e
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Fig.12.18

Coeficienţii c, ch, cs şi cb se determinã în funcţie de mãrimile adimensionale care
caracterizeazã forma elementelor unui cot (fig.12.18). Se remarcã faptul cã existã douã modalitãţi
de a evalua influenţa formei, atunci când se comparã eforturile unitare din cotul arborelui:

- se amplificã rezistenţa la rupere şi se comparã eforturile calculate cu noua valoare;
- se reduc eforturile calculate prin intermediul coeficienţilor de corecţie şi se comparã

cu rezistenţa la rupere a epruvetei.
În continuare, va fi utilizatã cea de-a doua metodã, fiind disponibile mai multe date privind

coeficienţii de corecţie şi coeficienţii de siguranţã.
Arborele cotit se dimensioneazã pe baza datelor constructive, principalele relaţii de

dimensionare fiind prezentate în tabelul 12.2, cu notaţiile din figura 12.19.
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Fig.12.19

Tabelul 12.2

Dimensiunea Simbol m.a.s.-uri m.a.c.-uri
în linie în V în linie în V

Lungimea cotului
(deschiderea dintre
reazeme)

l (1,1…1,25)⋅D (1…1,25)⋅D (1,1…1,8)⋅D (1,2…1,8)⋅D

Diametrul fusului palier dP (0,6…0,7)⋅D (0,7…0,8)⋅D (0,7…0,75)⋅D
Lungimea fusului palier:
- paliere intermediare
- paliere extreme

lP (0,5…0,6)⋅dP
(0,74…0,84)⋅dP

(0,4…0,6)⋅dP
(0,7…0,88)⋅dP

(0,45…0,7)⋅dP
(0,7…0,85)⋅dP

(0,4…0,7)⋅dP
(0,65…0,86)⋅dP

Diametrul interior al
fusului palier dPi (0,6…0,8)⋅dP (0,4…0,75)⋅dP

Diametrul fusului maneton dM (0,55…0,68)⋅D (0,55…0,65)⋅D (0,56…0,72)⋅D (0,6…0,72)⋅D
Lungimea fusului maneton lM (0,45…0,62)⋅dM (0,8…1)⋅dM (0,5…0,6)⋅dM (0,55…0,65)⋅dM

Diametrul interior al
fusului maneton dMi (0,6…0,8)⋅dM (0,4…0,75)⋅dM

Grosimea braţului h (0,15…0,35)⋅dM (0,2…0,35)⋅dM

Lãţimea braţului b (1,7…1,9)⋅dM (1,5…2)⋅dM

Raza de racordare (nu
mai micã de 1,5…3mm) ρ (0,06…0,1)⋅dM (0,06…0,08)⋅dM (0,07…0,1)⋅dM (0,07…0,09)⋅dM

4. CALCULUL ARBORELUI COTIT

Calculul arborelui cotit are un caracter de verificare. Fusurile fiind supuse frecãrii şi uzãrii,
se verificã la presiune specificã şi la încãlzire; cotul este supus la încovoiere şi la torsiune, iar
verificarea la vibraţii torsionale urmãreşte determinarea turaţiilor critice şi a eforturilor unitare care
apar la rezonanţã.
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4.1. Verificarea fusurilor la presiune specifică și la încălzire

Pentru a preveni expulzarea peliculei de ulei dintre fusuri şi cuzineţi, presiunea maximã pe
fus nu trebuie sã depãşeascã:

a) 40…80 daN/cm2, la fusurile maneton ale m.a.s.-urilor;
b) 70…150 daN/cm2, la fusurile maneton ale m.a.c.-urilor;
c) 20…75 daN/cm2, la fusurile palier ale m.a.s.-urilor;
d) 45…150 daN/cm2, la fusurile palier ale m.a.c.-urilor.

În cazul motoarelor diesel navale, de mari dimensiuni şi puteri, valoarea maxim admisibilã
poate ajunge la 250 daN/cm2, pentru ambele categorii de fusuri.

Aceastã presiune se calculeazã cu ajutorul relaţiilor:
- pentru fusul maneton:

MM

maxM
maxM ld

R
p

⋅
= [daN/cm2]; (12.5)

- pentru fusul palier:

PP

maxP
maxP ld

R
p

⋅
= [daN/cm2], (12.6)

relaţii în care maxMR şi maxPR reprezintã forţele rezultante maxime care acţioneazã asupra fusului
maneton şi, respectiv, asupra fusului palier. Cele douã valori se determinã din diagramele polare
sau carteziane ale forţelor care acţioneazã în lagãrul considerat.

Datoritã cãldurii produse prin frecare, se poate produce arderea sau reducerea viscozitãţii
uleiului de ungere. De aceea, trebuie limitatã şi presiunea specificã medie la:

a) 30…75 daN/cm2, la fusurile maneton ale m.a.s.-urilor;
b) 30…100 daN/cm2, la fusurile maneton ale m.a.c.-urilor;
c) 20…35 daN/cm2, la fusurile palier ale m.a.s.-urilor;
d) 20…75 daN/cm2, la fusurile palier ale m.a.c.-urilor.

Aceastã presiune se determinã în funcţie de valorile medii ale forţelor rezultante care
acţioneazã asupra fusurilor MR şi PR , utilizându-se relaţiile:

- pentru fusul maneton:

MM

M
M ld

R
p

⋅
= [daN/cm2]; (12.7)

- pentru fusul palier:

PP

P
P ld

R
p

⋅
= [daN/cm2]. (12.8)

Verificarea fusului la încãlzire se efectueazã iniţial pe baza unui calcul simplificat. Dacã Ff

[daN/cm2] este forţa de frecare dintre cuzinet şi fus, raportatã la unitatea de suprafaţã, p –
presiunea specificã medie (definitã de relaţiile 12.7 sau 12.8), f – coeficientul frecãrii de alunecare
şi w [m/s] – viteza relativã dintre fus şi cuzinet (viteza perifericã a fusului), atunci, evident, produsul
FfW [daN⋅m/cm2⋅s] reprezintã lucrul mecanic dezvoltat prin frecare într-o secundã, pe unitatea de
suprafaţã a fusului. Prin urmare:

WpfWF f ⋅⋅=⋅ , (12.9)

produsul ( Wp ⋅ ) reprezentând coeficientul de uzurã, parametru ce a constituit în trecut criteriul
de bazã al verificãrii la încãlzire a fusului. El presupune cã f este independent de vitezã. Aceastã
simplificare este depãşitã, o dependenţã mai realistã fiind

( ) 50,p/Wf ∼ , (12.10)
ceea ce conduce la relaţia

12
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35150
WpctWpctWF ,,

f ⋅=⋅= . (12.11)

Se admite drept coeficient de uzurã sau încãlzire a lagãrului factorul ( 3Wp ), definit de
relaţiile:

- pentru fusul maneton:
3

3
60






 π

⋅ξ⋅=⋅=
nd

pWpK M
MMMM ; (12.12)

- pentru fusul palier:
3

3
60 




 π
⋅=⋅=

nd
pWpK

p
PPPP , (12.13)

relaţii în care p se introduce în daN/cm2 şi d în m.
În relaţia (12.12), ξ reprezintã un coeficient de

corecţie care ia în consideraţie oscilaţia bielei, datoritã
cãreia viteza perifericã se amplificã. Coeficientul ξ
depinde de raportul λd, valorile sale fiind indicate în
nomograma din figura 12.20.

Valorile admisibile ale coeficientului de uzurã
sunt situate în domeniul:

a) KMa=KPa=30…150, pentru motoarele lente;
b) KMa=KPa=150…250, pentru motoarele rapide.

Verificarea la încãlzire pe aceastã cale are un
caracter elementar, deoarece nu ia în consideraţie o
serie de factori caracteristici regimului hidrodinamic de
ungere. Informaţii mai sigure şi mai precise se obţin prin
calculul de verificare al lagãrului pe baza teoriei
hidrodinamice.

Fig.12.20

4.2. Verificarea la oboseală a componentelor arborelui cotit

4.2.1. Ipoteze de calcul
Arborele cotit reprezintã o grindã simplu rezematã, static nedeterminatã. Dificultãţile de

calcul impun, şi în acest caz, adoptarea schemei simplificate de încãrcare şi deformare utilizatã în
cazul lagãrelor palier (v. tema 5). Conform acestei
scheme, arborele cotit reprezintã o grindã discontinuã,
alcãtuitã dintr-un numãr de pãrţi egal cu numãrul
coturilor. Se calculeazã fiecare cot izolat, în
urmãtoarele ipoteze simplificatoare:

a) fiecare cot reprezintã o grindã simplu
rezematã pe douã reazeme (situate la
mijlocul fusurilor palier);

b) reazemele sunt rigide şi coaxiale;
c) momentele încovoietoare în reazeme

se neglijeazã (ipotezã justificatã de
lungimea redusã a reazemelor);

d) în reazemul din stânga cotului
considerat (cotul j), acţioneazã un
moment de rãsucire s

jM , numit moment Fig.12.21

13
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de intrare (fig.12.21); acesta reprezintã suma momentelor de rãsucire ale coturilor
care preced cotul considerat (coturile dintre partea frontalã a arborelui şi cotul
considerat);
e) în reazemul din dreapta cotului considerat acţioneazã un moment de rãsucire d

jM ,

numit moment de ieşire; el reprezintã suma dintre momentul de intrare s
jM şi

momentul de rãsucire (RTj) al cotului considerat.
Ipotezele d) şi e) fac ca efectele exercitate de cãtre cilindrii anteriori, care se transmit la

utilizare prin cotul considerat, sã fie luate în consideraţie, ceea ce apropie cotul izolat de cel real.

4.2.2. Calculul fusului palier
Fusul palier este solicitat la rãsucire (fig.12.16.a) de un ciclu asimetric. Fusurile palier

dinspre partea frontalã a arborelui sunt solicitate de momente de rãsucire medii, mai mici decât
cele care acţioneazã în fusurile dinspre partea posterioarã şi, mai ales, în fusul final, deoarece
arborele cotit însumeazã momentele medii produse de fiecare cilindru. Prin urmare, calculul la
solicitarea variabilã trebuie dezvoltat pentru fiecare fus palier în parte, ceea ce implicã problema
însumãrii momentelor de rãsucire. Momentele de intrare (Ms) şi de ieşire (Md), pentru fiecare cot,
sunt

∑
−=

=
⋅=

1

1

jk

k
k

s
j TRM [Nm]; (12.14)

j
s
j

d
j TRMM ⋅+= [Nm], (12.15)

unde j este numãrul de ordine al cotului considerat, numerotarea efectuându-se de la partea
frontalã spre volant, iar Tj – valoarea instantanee a forţei tangenţiale a cotului j, determinatã în
cadrul calculului dinamic.

Calculele se organizeazã într-un tabel (tab.12.3), care permite urmãrirea variaţiilor
momentelor MII, MIII, … , Mi+1, în funcţie de unghiul α, în vederea extragerii valorilor maximã şi
minimã. Fiecare coloanã se obţine din precedenta, la care se adaugã momentul produs de forţa
tangenţialã. La însumare, se ţine seama de ordinea de aprindere, deci de decalajele forţelor Tj
dintre cilindri. Reazemul final (i+1) va fi solicitat chiar de momentul motor rezultant Mmot, determinat
în cadrul calculului dinamic.

Tabelul 12.3


[°RAC] MII=T1R MIII=MII+T2R MIV=MIII+T3R ... Mi+1=Mi+TiR

0
10
20

...

180⋅τ

Prin urmare, valorile extreme ale eforturilor unitare de rãsucire sunt precizate de relaţiile:

pP

max
maxP W

M
=τ [daN/cm2]; (12.16)

pP

min
minP W

M
=τ [daN/cm2], (12.17)

unde Mmax şi Mmin se obţin din tabelul de variaţie a momentului de rãsucire, iar WpP reprezintã
modulul de rezistenţã polar al secţiunii transversale a fusului palier:

14
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a) pentru fusurile pline:

16

3
P

pP
d

W
π

= [cm3]; (12.18)

b) pentru fusurile inelare:

P

PiP
pP d

dd
W

44

16
−π= [cm3]. (12.18′)

Cu ajutorul acestor valori, se determinã amplitudinea τPv şi valoarea medie τPm ale
eforturilor unitare:

2
minmax PP

Pv




−
= [daN/cm2]; (12.19)

2
minmax PP

Pm




+
= [daN/cm2]; (12.20)

Rrezultâ astfel coeficientul de siguranţã

PmPv
k

Pc
τ⋅ψ+τ⋅

ε⋅γ
β

τ
=

τ
τ

τ

−1 . (12.21)

Dezvoltarea calculelor se realizeazã pe baza relaţiilor:

( )
( )

( )
( )













σ⋅≅σ
τ⋅≅τ

σ⋅≅τ
=ττ−τ⋅=ψ

≅εβ

−

−

−−

−τ

ττ

.,...,

;,...,

;,...,

;,...,/

;,/

r

o

oo

k

550450
0271

650500
1000802

52

1

1

11

1
(12.22)

Coeficientul γ variazã în limitele γ = 1,10…1,28, la fusurile din OLA, ecruisate cu jet de alice
sau γ = 1,10…1,40, la fusurile cãlite prin CIF. La rândul ei, rezistenţa τ1 variazã în limitele τ1 =
= 1800…2300 daN/cm2, la OLC de calitate pentru arbori cotiţi sau τ1 = 2800….3200 daN/cm2, la
OLA. În figurile 7.33 şi 7.34 sunt prezentate valori suplimentare pentru coeficientul de concentrare
βk şi pentru factorul dimensional ε.

Valoarea minim admisibilã a coeficientului de siguranţã la obosealã este situatã în jurul
valorilor: cPa = 3…4 la m.a.s.-uri, cPa = 4…5 la m.a.c.-uri cu admisie naturalã şi cPa = 2…3 la m.a.c.-
uri supraalimentate.

Fig.12.22 Fig.12.23

15
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4.2.3. Calculul fusului maneton
Fusul maneton este supus la încovoiere (fig.12.16.b și c) şi la torsiune (fig.12.16.d). Se

dezvoltã calculul pentru un cot care se sprijinã pe douã reazeme şi este încãrcat cu forţe
concentrate cunoscute (fig.12.21). Atunci când numãrul fusurilor de reazem este mai mic decât
numãrul coturilor (motoare fãrã unele paliere intermediare – fig.12.24.a sau motoare în V, cu biele
alãturate – fig.12.24.b), schemele de calcul se construiesc adecvat.

a b
Fig.12.24

Reacţiunile din reazeme se determinã din ecuaţiile de echilibru ale forţelor şi momentelor.
Este convenabil sã se descompunã forţele care solicitã cotul dupã douã direcţii: una situatã în
planul cotului – normalã pe fusul maneton – şi cealaltã tangenţialã la fusul maneton. Forţa Tj, dupã
direcţia tangenţialã la cotul j, este chiar forţa tangenţialã T, determinatã în cadrul calculului
dinamic:

( )
β

β+α⋅==
cos

sin
FTT j (12.23)

Forţa Zj, normalã la maneton, este suma dintre componenta radialã ZBj a forţei longitudinale
B, forţa centrifugã Fibmj a masei bielei aferentã manetonului şi forţa centrifugã Fimj a fusului
maneton:

( ) ( ) 2ω⋅+−
β

β+α⋅=++= Rmm
cos

cos
FFFZZ mbmimjibmjBjj . (12.24)

Reacţiunile din reazemul stâng ( s
jT şi s

jZ ) sunt precizate de relaţiile:

j
s
j T,T ⋅= 50 ; (12.25)

121250
−− −+⋅=

jicgjibrj
s
j FFZ,Z , (12.26)

în care 12 −jibrF şi
12 −jicgF sunt forţele centrifuge ala braţului şi, respectiv, contragreutãţii de

echilibrare. Evident, s
jT şi s

jZ sunt variabile cu unghiul α.
Încovoierea în planul cotului (fig.12.16.d) este determinatã de momentul

( )



 −⋅


 −+⋅⋅=

−− pjcgjibr
s
jZ llFFZlM 12122

1 , (12.27)

iar încovoierea în planul transversal (fig.12.16.c) de momentul:

j
s
jT TlTlM ⋅⋅=⋅⋅=

4
1

2
1 . (12.28)
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Momentul rezultant σM este suma vectorialã

( TZ MM + ). Întrucât σM reprezintã o funcţie de α, el este un
vector rotitor, de mãrime variabilã; odatã cu el, se roteşte şi
fusul maneton, astfel încât calculele se complicã. Se obţine o
simplificare dacã se alege un ciclu convenţional de solicitare,
şi anume un ciclu simetric determinat astfel: se calculeazã

22
TZ MMM +=σ , (12.29)

pentru diferite unghiuri α şi se obţine valoarea Mσmax. Ciclul de
solicitare va fi atunci determinat de valoarea maximã maxM şi
de cea minimã maxmin  MM −= .

În cazul fusurilor maneton cu orificii pentru ungere
(cazul general, de altfel), calculul se simplificã, deoarece
solicitarea la extremitatea orificiului, în planul care conţine axa
lui este maximã, din cauza concentrãrii de tensiuni. În cazul ge- Fig.12.25
neral, axa orificiului este decalatã faţã de planul cotului cu un-

ghiul ϕ (fig.12.25). Componentele vectorilor moment
o
TM şi

o
ZM dupã axa n-n, normalã la axa

orificiului o-o se însumeazã algebric şi se obţine momentul rezultant
ϕ⋅−ϕ⋅=+=σ sinMcosMMMM TZ

o
T

o
Z

o . (12.30)

Este convenabil, şi în acest caz, sã se organizeze calculele într-o tabelã (tab.7.19), care permite
extragerea valorilor o

maxM σ şi o
minM σ .

Tabelul 12.4


[°RAC] jZ s

jZ ZM ϕ⋅= cosMM Z
o
Z jT TM ϕ⋅−= sinMM T

o
T

oM

0
10
20
…

180⋅τ

Momentul de torsiune al manetonului este determinat de momentul de intrare s
jM şi de

momentul dat de reacţiunea din stânga cotului:
2/TRMTRMM j

s
j

s
j

s
j ⋅+=⋅+=τ [Nm]. (12.31)

Tabela 12.5 permite organizarea calculelor: momentul s
jM se citeşte din tabela 12.3

(calculul fusului palier), iar momentul jTR ⋅ se obţine din calculul dinamic al motorului. Din ultima
coloanã se extrag valorile Mmax şi Mmin. Valorile extreme ale eforturilor unitare de încovoiere se
calculeazã cu relaţiile:

M

max
max W

M σ=σ ; (12.32)

M

min
min W

M σ=σ , (12.33)

unde WM este modulul de rezistenţã la încovoiere:
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


















−⋅

π
=

43
1

32 M

iMM
M d

dd
W . (12.34)

Tabelul 12.5


[°RAC]

s
jM jRT⋅

2
1

τM

0
10
20
…

180⋅τ

Coeficientul de siguranţã se determinã cu relaţia

mv
k

c
σ⋅ψ+σ⋅

ε⋅γ
β

σ
=

σ
ε

σ

−
σ

1 , (12.35)

în care ≅β σk 1,9…2; ε =0,7…0,8; ψ ≅ 0,1 iar σm şi σv se calculeazã cu relaţiile (9.11) şi (9.12) din
tema 9 („Calculul și construcția bolțului”). Valorile uzuale ale coeficientului γ sunt aceleaşi cu cele
de la §4.2.2. Valori suplimentare pentru βk, ε şi ψ sunt indicate în figurile 12.26, precum şi în
tabelul 12.6.

Tabelul 12.6

Coeficientul Rezistenţa la rupere [daN/mm2]
35…55 52…75 70…100 100…120 120…140

ψ 0 0,05 0,1 0,2 0,25
ψ 0 0 0,05 0,1 0,15

a                                                          b
Fig.12.26

La rândul lor, valorile extreme ale eforturilor unitare de torsiune rezultã din relaţiile:

pM

max
max W

M τ=τ [daN/cm2]; (12.36)

18
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pM

min
min W

M τ=τ [daN/cm2]. (12.37)

În cazul în care orificiul interior din fusul maneton se executã excentric, modulul de
rezistenţã polar al fusului maneton se corecteazã cu coeficientul µ:




















−⋅

π
⋅µ=

43
1

16 M

iMM
pM d

dd
W [cm3]. (12.38)

În figura 12.27 este prezentatã o nomogramã de
alegere a valorii coeficientului de corecţie µ, în funcţie de
raportul diametrelor fusului δ = dMi/dM şi de excentricitatea
relativã ( )MiM dd/e −=ε 2 , e fiind excentricitatea absolutã a
orificiului interior al fusului maneton.

Coeficientul de siguranţã la torsiune este precizat de
relaţia

mv
k

c
τ⋅ψ+τ⋅

ε⋅γ
β

τ
=

τ
τ

τ

−
τ

1 , (12.39)

valorile coeficienţilor βk, ε şi ψ fiind indicate în tabelul 12.6
şi în figura 12.26; la rândul sãu, coeficientul γ are valorile
indicate în §4.2.2.

Prin urmare, coeficientul global de siguranţã al
fusului maneton se determinã cu expresia Fig.12.27

22
τσ

τσ

+

⋅
=

cc

cc
cM , (12.40)

având valorile minim admisibile cMa = 2,5…3,0 la m.a.s.-uri şi, respectiv, cMa = 3,0…3,5 la m.a.c.-
uri.

4.2.4. Calculul braţului
Braţul arborelui cotit este solicitat la încovoiere, întindere (fig.12.17.b), compresiune

(fig.12.17.a) şi rãsucire (fig.12.17.c). La rândul ei, încovoierea se produce în douã planuri: în planul
cotului (fig.12.17.d) şi în planul normal pe planul cotului (fig.12.17.e). Drept secţiune de calcul se
alege secţiunea transversalã tangentã la fusul palier (secţiunea ABCD din fig.12.28), deoarece în
punctul x apar, practic, eforturile unitare cele mai mari.

Momentul de încovoiere în planul cotului este precizat de relaţia

2
P

s

ib
lZ

M
⋅

= [Nm], (12.41)

în care variaţia reacţiunii Zs în funcţie de unghiul de rotaţie α se citeşte din tabela 12.4 (§4.2.2).
Momentul de încovoiere în planul braţului se determinã cu relaţia

2
P

s
s'

ib
lT

MM
⋅

+= [Nm]. (12.42)

Deoarece eforturile unitare variazã liniar pe secţiune, cele produse de momentul '
ibM sunt

nule în punctul x, situat pe axa neutrã o-o (fig.12.28.a); prin urmare, solicitarea de încovoiere în
planul braţului este neinteresantã. Solicitarea de încovoiere în planul cotului dã eforturi unitare
maxime în punctul x (fig.12.28.b); la acestea, se adaugã eforturile normale de întindere sau
compresiune produse de forţa Zs (fig.12.28.c). Momentul de rãsucire care produce tensiuni
tangenţiale în secţiunea ABCD este precizat de relaţia

42
PP

s

b
lTlT

M
⋅

=
⋅

=τ [Nm]. (12.43)
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Fig.12.28

Distribuţia eforturilor unitare tangenţiale face ca valoarea maximã sã se realizeze chiar în
punctul x (fig.12.28.d). Suma eforturilor unitare normale de încovoiere şi de compresiune
(întindere) este precizatã de relaţia

b

s

b

ib

A

Z

W

M
+=σ [daN/cm2], (12.44)

în care modulul de rezistenţã Wb şi aria secţiunii transversale Ab se calculeazã cu relaţiile:

6

2hb
Wb

⋅= [cm3]; (12.45)

hbAb ⋅= [cm2]. (12.46)
Relaţiile







+⋅=σ

bhbh

l
Z Ps

maxmax
13

2
[daN/cm2] (12.47)

şi







+⋅=σ

bhbh

l
Z Ps

minmim
13

2
[daN/cm2] (12.48)

precizeazã eforturile unitare maxime şi minime, coeficientul de siguranţã la încovoiere fiind dat de
relaţia (12.35):

mv
k

c
σ•ψ+σ⋅

ε⋅γ
β

σ
=

σ
σ

σ

−
σ

1 .
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Efortul unitar de torsiune în punctul x este precizat de relaţia

2Kbh

M

W

M b

d

b ττ ==τ [daN/cm2], (12.49)

unde K este coeficientul lui Saint-Venant, ale cãrui valori sunt precizate în figura 12.29.
Relaţiile

d

maxP
max W

Tl

4
=τ [daN/cm2]     (12.50)

şi

d

minP
min W

Tl

4
=τ [daN/cm2]      (12.51)

precizeazã eforturile unitare maxim şi
minim, pe baza cãrora se determinã
coeficientul de siguranţã la torsiune cu
ajutorul relaţiei (12.39):

mv
k

c
τ⋅ψ+τ⋅

ε⋅γ
β

τ
=

τ
τ

τ

−
τ

1 . Fig.12.29

Parametrii care intervin în calculul coeficienţilor de siguranţã cσ şi cτ (relaţiile 12.35 şi 12.39)
au valorile indicate în cadrul paragrafului anterior (§4.2.3). Şi în cazul braţului, se calculeazã
coeficientul global de siguranţã

22
τσ

τσ

+

⋅
=

cc

cc
cb , (12.52)

valorile sale minim admisibile fiind cba = 2,0…3,0 la m.a.s.-uri şi, respectiv, cba = 3,0…3,5 la m.a.c.-
uri.

Una dintre problemele complexe ale calculului braţului la obosealã o constituie evaluarea
mai realistã a coeficienţilor de concentrare βk şi βk. Date mai vechi indicã pentru braţe valori ale
celor doi coeficienţi în funcţie de raza de racordare (fig.12.30.a) şi de lãţimea braţului (fig.12.30.b).

Fig.12.30

Cercetãrile ulterioare au evidenţiat influenţa unor factori suplimentari precum efectul de
suprapunere a fusurilor, diametrul interior al fusului, excentricitatea orificiilor interioare. Astfel,

21
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coeficientul βk este considerat a fi egal cu un coeficient de concentrare ( )refkσβ , stabilit pentru un
cot de referinţã, valoarea sa fiind corectatã cu un şir de coeficienţi care ţin seama, fiecare în parte,
de influenţa unor anumiţi factori:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )δσσσσσσσ β⋅β⋅β⋅β⋅β⋅β=β seMidbrefkk . (12.53)

Fig.12.31
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Coeficientul de concentrare ( )refkσβ este stabilit pentru un cot de referinţã având b/dP=1,6
şi dMi/dM=0, având valorile indicate în nomograma din figura 12.31.a. Coeficienţii de corecţie care
ţin seama de lãţimea braţului ( )bσβ , de diametrul interior al orificiului din fusul maneton ( )

Midσβ şi

de excentricitatea e a orificului din fusul maneton ( )eσβ au valorile indicate în nomogramele din
figura 12.31.b, c şi d. La rândul sãu, coeficientul care ţine seama de suprapunerea s a fusurilor se
determinã cu relaţia

( ) ( ) ( )[ ]s
'

bs σσσ β−⋅ξ−=β 11 , (12.54)

unde ( )bσξ este un coeficient de corecţie care ţine seama de variaţia raportului b/dp, iar ( )s'
σβ este

un coeficient de corecţie pentru cotul de referinţã având b/dp=1,6. Valorile lor sunt indicate în figura
12.31. e şi f. În sfârşit, coeficientul de corecţie ( )δσβ , care ţine seama de distanţa δ (v. fig.12.19),
se determinã astfel: pentru raportul s/dp dat, se citeşte din figura 12.31.b valoarea optimã a
raportului δ*/ρ, din care se calculeazã δ*. Dacã δ/ρ > δ*/ρ, coeficientul ( )δσβ se determinã din figura
12.31.g; în caz contrar, se utilizeazã fig.12.31.i.

Fig.12.32
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La rândul sãu, coeficientul de concentrare βk se exprimã la fel ca βk, sub forma unui
produs de coeficienţi:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )eshbrefkk ττττττ β⋅β⋅β⋅β⋅β=β , (12.55)

unde: ( )refkτβ este coeficientul de concentrare în punctul de racordare, pentru arbore radial

simetric, cu D/d=2 (fig.12.32.a); ( )bτβ – coeficientul care ţine seama de lãţimea braţului
(fig.12.32.b); ( )hτβ – coeficientul de corecţie care ţine seama de grosimea braţului (fig.12.32.c);
( )sτβ – coeficientul de corecţie care ţine seama de suprapunerea fusurilor (fig.12.32.d) şi ( )eτβ –
coeficientul de corecţie care ţine seama de excentricitatea e a orificiului din fusul maneton
(fig.12.32.e).

5. MATERIALELE ŞI TEHNOLOGIILE DE FABRICAŢIE

Materialul de fabricaţie a arborelui cotit depinde de procedeul de fabricaţie şi de
dimensiunile arborelui. Arborele cotit se confecţioneazã prin forjare sau prin turnare. Arborii
confecţionaţi prin forjare se realizeazã din oţel, iar cei turnaţi, din oţel sau fontã.

Turnarea este un procedeu mai nou, prezentând urmãtoarele avantaje:
a) reducerea consumului de material;
b) realizarea uşoarã a formei tubulare;
c) realizarea uşoarã a formelor optime impuse de necesitãţile de echilibrare şi de

solicitarea la obosealã.
Oţelurile folosite sunt: OLC 45, OLC 60, precum şi oţelurile aliate cu Cr, Ni, Mo, V. Fonta

posedã calitãţi mai bune de turnare decât oţelul. Ea are o rezistenţã mai micã la încovoiere, dar
are calitãţi antifricţiune superioare. Totodatã, ea suportã presiuni specifice mai mari şi amortizeazã
mai bine vibraţiile torsionale. Se utilizeazã fontã modificatã, fontã maleabilã perliticã şi fontã aliatã
cu Cr, Ni, Mo, Cu.

Calitãţile arborelui cotit sunt îmbunãtãţite considerabil prin tratamente termice,
termochimice sau prin prelucrãri mecanice superficiale. Duritatea fusurilor creşte considerabil prin
cãlire, nitrurare sau ecruisare.
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INFORMAȚII SUPLIMENTARE1

I.1. VERIFICAREA ARBORELUI COTIT LA VIBRAŢII TORSIONALE. DETERMINAREA
CARACTERISTICILOR DINAMICE ALE ARBORELUI ECHIVALENT

I.1.1. Generalități

Vibraţiile torsionale care se manifestã în liniile de arbori ale instalaţiilor acţionate de m.a.i.
pot deveni adesea periculoase şi multe din ruperile de arbori se datoreazã solicitãrilor suplimentare
exagerate, produse de vibraţiile torsionale.

Aceastã situaţie impune cunoaşterea cât mai exactã a comportãrii dinamice a sistemului
oscilant format de motor şi maşina antrenatã, sub aspectul vibraţiilor liniare şi forţate, precum şi
cunoaşterea structurii armonice a momentelor excitante şi a modului în care acestea acţioneazã
asupra sistemului oscilant. Studiul vibraţiilor torsionale urmãreşte stabilirea metodelor de
determinare a turaţiilor critice, a posibilitãţilor de modificare a pulsaţiilor proprii în vederea evitãrii
unor rezonanţe periculoase, precum şi a condiţiilor în care este necesar ca motorul sã fie echipat
cu dispozitive mecanice speciale, destinate amortizãrii vibraţiilor torsionale.

Concluzionând, calculul vibraţiilor torsionale cuprinde urmãtoarele etape distincte:
a) determinarea arborelui echivalent;
b) calculul frecvenţei proprii a vibraţiilor libere;
c) analiza armonicã a excitaţiei;
d) determinarea amplitudinii momentului de torsiune la rezonanţã.

I.1.2. Arborele echivalent

Arborele cotit este un sistem complicat şi, de aceea, el este înlocuit cu un sistem oscilant
echivalent, numit arbore echivalent. Se admite cã arborele echivalent este identic din punct de
vedere dinamic cu cel real, dacã:

a) rigiditãţile celor doi arbori sunt egale;
b) momentele de inerţie mecanice ale maselor în

mişcare de rotaţie sunt egale.
Aceste douã condiţii sunt determinate de natura

fenomenului de oscilaţie, care constã în transformarea periodicã
a energiei de oscilaţie în energie cineticã şi invers. Ca urmare,
prima condiţie asigurã egalitatea energiilor de deformaţii, iar a
doua egalitatea energiilor cinetice ale celor douã sisteme.

Arborele echivalent este imaginat, în forma sa cea mai
simplã, în figura I.1: un arbore drept, fãrã masã, de diametru
constant de (eventual gol la interior), încãrcat cu un numãr de
discuri (volanţi) de masã m şi moment de inerţie mecanic J,
porţiunile de arbore dintre discuri având rigiditãţile k.                                          Fig.I.1

1 Elementele prezentate în următoarele pagini au un caracter informativ, pentru completarea cunoștințelor referitoare la
calculul arborelui cotit.
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Deformaţia unghiularã de rãsucire ϕ este
proporţionalã cu momentul de torsiune Mt şi cu
lungimea l a arborelui (fig.I.2) şi invers propor-
ţionalã cu modulul de elasticitate transversalã G
şi cu momentul polar de inerţie Ip:

310⋅=ϕ
p

t

GI

lM
[rad], (I.1)

cu Mt în N⋅m, l în mm, G în MPa şi Ip în mm4. Fig.I.2
Constanta elasticã de rãsucire a arbore-

lui k reprezintã momentul mecanic necesar pentru a produce o deformaţie unghiularã egalã cu
unitatea, deci:

310−⋅=
ϕ

=
l

GIM
k

pt [Nm]. (I.2)

Deformaţia torsionalã a unui cot de arbore cotit, solicitat de momentul de momentul de
torsiune Mt (fig.I.3), poate fi determinatã analitic dacã se admit urmãtoarele ipoteze simplificatoare:

a) lagãrele palier nu se opun deplasãrilor laterale ale fusurilor paliere, datorate
deformaţiilor torsionale ale fusurilor maneton şi încovoierii braţelor;

b) modificarea de secţiune la trecerea de la fusuri la braţe nu produce variaţii ale
elasticitãţii fusului sau braţului considerat;

c) deformaţia de încovoiere a braţului se produce în porţiunea dintre cele douã fusuri
între care este situat braţul, iar elasticitatea sa nu este afectatã de gradul de
suprapunere a secţiunilor fusurilor sau de variaţia secţiunii braţelor în afara zonei
deformate.

Fig.I.3

În aceste condiţii, deformaţia torsionalã a cotului arborelui cotit rezultã din însumarea
deformaţiilor individuale ale fiecãrui element (fig.I.3):

bMPcot ϕ⋅+ϕ+ϕ=ϕ 2 [rad], (I.3)

iar elasticitatea totalã a cotului (elasticitatea reprezintã inversa constantei elastice) rezultã din
relaţiile (I.2) şi (I.3):

bMPcot kkkk

2111 ++= [1/Nm] . (I.4)
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Deformaţiile unghiulare ale fusurilor se determinã cu ajutorul relaţiilor:
- pentru fusul maneton:

310⋅
⋅

⋅
==ϕ

pM

Mt

M

t
M IG

lM

k

M
[rad]; (I.5)

- pentru fusul palier:
310⋅

⋅
⋅

==ϕ
pP

Pt

P

t
P IG

lM

k

M
[rad] . (I.6)

În cele douã relaţii IpM şi IpP reprezintã momentele de inerţie polare ale celor douã fusuri:

( )44
32 MiMpM ddI −⋅π= [mm4]; (I.7)

( )44
32 PiPpP ddI −⋅π= [mm4]. (I.8)

Ca urmare a momentului de torsiune Mt aplicat cotului de arbore (fig.I.3), braţele acestuia
se încovoaie, iar curbura fibrei medii deformate (fig.I.4) are expresia

3101 ⋅
⋅

=
ρ by

t

IE

M
[mm-1], (I.9)

în care E este modulul de elasticitate longitudinalã (normal) al materialului din care este realizat
arborele cotit; ρ – raza de curburã a fibrei medii deformate şi Iby – momentul de inerţie axial (faţã
de axa y) al secţiunii transversale a braţului:

12

3bh
Iby

⋅= [mm4]. (I.10)

Fig.I.4

Dacã lãţimea braţului nu este uniformã în regiunea situatã între axele fusurilor (fig.I.5),
lãţimea medie a braţului, care se introduce în relaţia (I.10), se calculeazã cu expresia











+⋅=

333
11

2
11

minmax bbb
[mm-3]. (I.11)

Unghiul ϕb cu care se rotesc cele douã secţiuni transversale ale braţului deformat, situate în
dreptul axelor fusurilor (fig.I.4), este

310⋅
⋅
⋅

=
ρ

=ϕ
by

t
b IE

MRR [rad]. (I.12)
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Fig.I.5

Prin urmare, unghiul total cu care se rotesc între ele secţiunile transversale ale fusurilor
paliere ce delimiteazã cotul considerat (fig.I.3) va fi

3
3

10

12

22 ⋅



















⋅
++⋅=ϕ⋅+ϕ+ϕ=ϕ

hb

G

E

R

I

l

I

l

G

M

pM

M

pP

pt
bMPcot [rad]. (I.13)

Prin analogie cu relaţia (I.1), se poate aprecia cã, din punct de vedere elastic, cotul
arborelui cotit poate fi înlocuit cu un arbore drept de secţiune cilindricã, cu diametrul echivalent de.
Ţinând seama de faptul cã, pentru oţel şi fontã (materialele uzuale din care se executã arborii
cotiţi), raportul modulelor de elasticitate, normal şi transversal, are valori foarte apropiate
(E/G≅2,5), se poate stabili, în baza relaţiilor (I.13), (I.7) şi (I.8), lungimea arborelui echivalent, de
diametru arbitrar de:











 ⋅+
−

+
−

⋅=ϕ⋅
⋅

⋅
=

34444
4

3
940

10 hb

R,

dd

l

dd

l
d

M

IG
l

MiM

M

PiP

P
ecot

t

pe
e [mm], (I.14)

unde:
4

32 epe dI ⋅π= [mm4] (I.15)

este momentul de inerţie polar al secţiunii arborelui echivalent.
Relaţia (I.14) a fost dedusã în baza unor ipoteze simplificatoare ce nu sunt respectate în

mod corespunzãtor de comportarea realã a arborelui cotit, rezemat pe lagãrele palier practicate în
carter. Luarea în consideraţie, prin calcul, a tuturor particularitãţilor elastice ale ansamblului arbore
cotit–carter nu este posibilã decât, eventual, prin aplicarea metodei elementului finit. Un asemenea
procedeu reclamã, însã, un volum ridicat de calcule, care nu se justificã din punct de vedere al
necesitãţilor uzuale de calcul al comportãrii la vibraţii torsionale a arborilor cotiţi. Numeroşi
cercetãtori care s-au preocupat de aceste probleme au stabilit mai multe formule semiempirice
structurate, în general, pe scheletul relaţiei (I.14). În tabelul I.1 sunt prezentate relaţiile de calcul
ale lungimilor echivalente pentru elemente de arbori drepţi, cu diferite configuraţii ale secţiunilor
transversale, iar în tabelul I.2 cele mai uzuale relaţii de calcul al lungimilor echivalente pentru
manivelele arborilor cotiţi.
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Tabelul I.1
Configuraţia elementului Relaţia de calcul
l ddi

44
4

i
ee

dd

l
dl

−
⋅=

l

e

ddi

44
4

i
ee

dd

l
kdl

−
⋅= ; k se alege din nomograma de mai jos

sau se calculeazã cu relaţia

( )( ) ( )( )[ ]
.de;ddb

;
bb

b

bb

b
k

i =β=
−−

β+
−−

β+≅
242

44

42

22

11

38
11

161

d1 d2
l

( ) 











−⋅

−
⋅=

3
2

3
112

4 11
3 dddd

l
dl ee

d2d1

di

l

( )
( )( )
( )( )ii

ii

iii
ee

dddd

dddd
Y

d

d
arctg

d

d
arctgYln

ddd

l
dl

−+
+−=


















−−⋅

−
⋅=

12

12

12

12
3

4 2
4

l1 l2

d1 di d2

ρ

( )












−
+

−
⋅∆+⋅=

44
2

2
44

1
1

4 1

ii
ee

dd

l

dd
lldl

∆l se determinã din nomograma de mai jos

( ) 44
4

i
ee

dahd

l
dl

−−
⋅=

a=0,5 pentru un canal de panã
a=1 pentru douã canale de panã
a=2 pentru arbore canelat
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Tabelul I.2

Configuraţia elementului Relaţia de calcul
CARTER (motoare diesel):






















34444
4 5,175,08,0

hb
R

dd
l

dd
hl

dl
MiM

M

PiP

P
ee

HELDT (m.a.s.-uri rapide)






















34444
4 284,1096,14,0

hb
R

dd
l

dd
hl

dl
MiM

M

PiP

P
ee

KER WILSON (uz general):
 











 












34444
4 2,04,04,0

hb
ddR

dd
dl

dd
dl

dl MP

MiM

MM

PiP

PP
ee

TUPLIN (uz general):

     
 





























































23

44

244244

4

016,0065,0
58,0

15,02

1

15,0

1

15,0

bhh
d

hb
R

db
ddh

ddd

dl

ddd

dl

dl

P

Pi

PM

MMiM

MM

PPiP

PP

ee

ZIMANENKO (motoare rapide):
























MMiM

PM

PiP

PPP
ee d

R
hb
R

dd
Rbdl

dd
lhdl

dl
34444

4 2,08,06,0

B.I.C.E.R.I.(British Internal Combustion Engine
Research Institute)
(uz general):

 
;439,058,11

07,0
34424444

4

























xk
hb
Rk

ddR
l

dd
l

dd
l

dl
MiM

M

MiM

M

PiP

P
ee

4

3

PRd
hbx  (dimensiuni în cm).

KER WILSON (uz general):

















3
11

44
4 75,075,0

bh
r

dd
l

dl
MiM

M
ee

Formula precizeazã lungimea echivalentã a
porţiunii l a arborelui, cuprinsã între douã
fusuri manetoane alãturate,
neseparate prin fus palier intermediar.

Determinãri mai exacte ale elasticitãţii manivelelor unui arbore cotit se pot efectua pe cale
experimentalã, prin mãsurarea deformaţiilor ce se produc în coturile arborelui la aplicarea unui
moment de torsiune de mãrime constantã.

Cu aceste observaţii, se poate aprecia cã echivalentul dinamic al unei manivele este
alcãtuit dintr-un volant, în care se concentreazã momentul de inerţie Jk al manivelei arborelui cotit
şi al pieselor mecanismului motor aferent. Volantul este plasat între douã tronsoane de arbore
echivalent de lungime lE/2 şi masã nulã (fig.I.6).
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Discurile (volanţii) care încarcã arborele echivalent se stabilesc astfel încât ele corespund,
în general, fiecãrui cot al arborelui cotit, ultimul disc corespunzând volantului şi transmisiei (fig.I.7.a
şi b).

Sistemul oscilant alcãtuit dintr-un numãr de discuri mai mare de
trei implicã, însã, dezvoltarea unor calcule laborioase, astfel încât,
adesea, se alcãtuieşte un sistem redus de trei discuri (fig.I.7.c). Fiecare
disc înglobeazã momentele de inerţie ale sistemului pe care îl
înlocuieşte, fiind amplasat în centrul sãu. Astfel, în exemplul prezentat
în figura I.7.c, sistemul redus se alcãtuieşte pe baza relaţiilor:











++=
++=

++=
++=

.)/JJlJlJ(ll

;)/JJlJlJ(ll

;JJJJ

;JJJJ

r2665544r2

r1332211r1

654r2

321r1

(I.16)

Fig.I.6

Fig.I.7
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Momentul de inerţie mecanic total pentru un cot Jk este egal cu suma dintre momentul de
inerţie al cotului Jcot şi momentul de inerţie al maselor în mişcare, redus la axa arborelui cotit Jmo:

omcotk JJJ += [Nms2]. (I.17)
La rândul sãu, momentul de inerţie al cotului este definit de relaţia

oboMPcot JJJJ ⋅++= 2 [Nms2], (I.18)
în care JP este momentul de inerţie al fusului palier:

( ) ρ⋅−⋅π= PPiPP lddJ 44
32

[Nms2]; (I.19)

JMo – momentul de inerţie al fusului maneton, redus la axa de rotaţie:

( ) ( )
( ) ( )[ ]222222

222442

8
32

432

NmsRddldd

RlddlddRmJJ

MiMMMiM

MMiMMMiMMMMo

++⋅ρ⋅−⋅π=

=ρ⋅−⋅π+ρ⋅−⋅π=+=
(I.20)

şi Jbo – momentul de inerţie al braţului, redus la axa de rotaţie:
2

brbrbbo rmIJ ⋅+= [Nms2]. (I.21)
În relaţiile (I.19) şi (I.20), ρ reprezintã densitatea materialului de fabricaţie al arborelui cotit.

În relaţia (I.21), pentru determinarea valorilor Jb, mbr şi rbr vor fi utilizate relaţiile din tabelul 3.1,
inclus în tema 3 („Forţele care acţioneazã în mecanismul motor”), momentul de inerţie polar Ib fiind
notat cu Ipx, iar rbr cu rG. În cazul configuraţiilor complicate ale braţului, va fi utilizatã metoda graficã
prezentatã în cadrul aceleiaşi teme.

Pentru calculul momentului de inerţie redus Jmo, se are în vedere faptul cã masele în
mişcare aferente cotului sunt masa bielei aferentã manetonului mbm şi o fracţiune mc din masa
pieselor cu mişcare de translaţie mit. Aceasta din urmã se determinã din condiţia egalitãţii
energiilor cinetice:

22

22
Mcpit wmvm

= . (I.22)

Substituind pe vp din relaţia (2.9′) din tema 2 („Cinematica pistoanelor și bielelor”) şi
observând cã wM = Rω, rezultã:

2
2sin

2
sin 





 += 


 d

itc mm [kg]. (I.23)

Întrucât masa echivalentã mc este variabilã cu α, se determinã o valoare medie:

∫
π

⋅≅










 λ
+⋅⋅=α





 α

λ
+α⋅

π
=

2

0

22
50

4
1502

22 it
d

it
dit

c m,m,dsinsin
m

m [kg], (I.24)

unde s-a neglijat termenul ( 42
dλ ) faţã de unitate. Ca urmare, momentul de inerţie al maselor în

mişcare, redus la axa de rotaţie a arborelui cotit este
( ) 250 Rm,mzJ itbmmo ⋅⋅+⋅= [Nms2], (I.25)

cu z fiind notat numãrul de biele articulate alãturat pe acelaşi maneton (z=1 la motoarele în linie şi
z=2 la motoarele în V, cu biele alãturate). Pentru motoarele cu mecanism motor cu bielã principalã
şi bielã secundarã, acest moment de inerţie este dat de relaţia:

2
2

50 Rm
'z

m,mJ '
ititbmmo ⋅





 ⋅+⋅+= [Nms2],                              (I.25′)

unde mbm este masa aferentã mişcãrii de rotaţie a bielei principale, împreunã cu bielele secundare,
mit (mit

’) – masa pieselor cu mişcare de translaţie din ambielajul principal (secundar) şi z –
numãrul de biele secundare articulate de biela principalã.
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I.2. DETERMINAREA PULSAȚIILOR PROPRII ȘI A AMPLITUDINILOR VIBRAȚIILOR
LIBERE ALE ARBORELUI COTIT

I.2.1. Generalități

Vibrațiile se numesc libere atunci când sistemul oscilant,
dupã ce a primit inițial un lucru mecanic de deformație, nu mai
efectueazã schimb de energie cu mediul exterior. Sistemul oscilant
cel mai simplu este alcãtuit dintr-un disc (fig.I.8) de diametru D și
masã m, cu momentul de inerție mecanic J, fixat pe un arbore
drept, de lungime l, diametru d și rigiditate k, încastrat la capãtul
opus discului. Dacã se aplicã discului un moment de rãsucire Mt, se
produce o deformație unghiularã ϕ a arborelui, astfel încât:

ϕ⋅= kM t [Nm]. (I.26)
Fig.I.8

Datoritã elasticitãții proprii, în arbore se naște o reacțiune e-
galã și de semn contrar lui Mt, numitã momentul forței elastice ME:

ϕ⋅−=−= kMM tE [Nm]. (I.27)
Ecuația diferențialã a mișcãrii libere a discului va fi

0
2

2
=−

τ
ϕ⋅ EM

d

d
J (I.28)

sau
02 =ϕ⋅ω+ϕ o , (I.29)

unde ωo reprezintã pulsația proprie a sistemului oscilant, definitã de relația

J

k
o =ω [s-1]. (I.30)

Soluția generalã a ecuației diferențiale (I.29) este de forma
( )θ+τω⋅Φ=ϕ osin [rad], (I.31)

unde ϕ este elongația mișcãrii periodice de torsiune (deformația unghiularã), Φ – amplitudinea
mișcãrii, τ – timpul și θ – faza inițialã.

Perioada și frecvența proprie ale vibrației se definesc cu ajutorul relațiilor:

o
T

ω
π⋅= 2 [s]; (I.32)

oo ,
T

n ω⋅≅= 15901 [s-1]. (I.33)

Pentru sistemul oscilant din figura I.8, momentul de inerție mecanic J și rigiditatea k sunt
definite de relațiile:

8

2Dm
J

⋅= [Nms2]; (I.34)

l

d
Gk

4

32
⋅⋅π= [Nm], (I.35)

de unde rezultã relația care evidențiazã principalii factori de care depinde frecvența proprie a
sistemului oscilant analizat:
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2

4
468

mlD

Gd
,no ⋅= [osc/min], (I.36)

G reprezentând modulul transversal de elasticitate, în Pa și m – masa discului, în kg.

I.2.2. Arborele cu 2 volanți

În cazul unui motor monocilindric (fig.I.9.a), arborele
echivalent este alcãtuit din douã discuri cu momentele de inerție
mecanicã J1 și J2, amplasate la extremitãțile unui arbore de
rigiditate k (fig.I.9.b). Spre deosebire de sistemul oscilant
precedent, arborele echivalent din figura I.9.b este liber la capete
și se rotește în rezeme. Dacã ϕ1 și ϕ2 sunt deformațiile unghiulare
corespunzãtoare celor douã discuri, deformația unghiularã totalã
va fi egalã cu diferența (ϕ2 − ϕ1), astfel încât pentru fiecare disc sã
se poatã scrie ecuația sa de mișcare în raport cu celãlalt disc. Se
obține astfel sistemul de ecuații diferențiale:

( )

( )











ϕ−ϕ⋅=
τ

ϕ
⋅

ϕ−ϕ⋅=
τ

ϕ
⋅

,k
d

d
J

;k
d

d
J

212
2

2

2

122
1

2

1
(I.37)

cu soluția generalã:
( )
( )




θ+τω⋅Φ=ϕ
θ+τω⋅Φ=ϕ

.sin

;sin

o

o

22

11 (I.38)

Se obține astfel sistemul ecuațiilor caracteristice:                                      Fig.I.9
( )

( )





=Φ⋅ω−−Φ⋅

=Φ⋅−Φ⋅ω−

.Jkk

;kJk

o

o

0

0

2
2

21

21
2

1 (I.39)

Acest sistem fiind omogen, el este compatibil dacã determinantul format din coeficienții
necunoscutelor Φ1 și Φ2 este nul:

( ) 0
2

2

2
1 =

ω−−

−ω−

o

o

Jkk

kJk
. (I.40)

Din aceastã condiție, se obține pulsația proprie a sistemului (soluția ωo= 0 s-a eliminat,
deoarece ea corespunde mișcãrii sistemului caracteristic unui rigid care nu vibreazã):

( )
21

21
JJ

JJk
o

+⋅
=ω [s-1]. (I.41)

Din sistemul de ecuații (I.39) se obține ecuația amplitudinii:










 ω⋅
−⋅Φ=Φ

k

J o
2

1
12 1 [rad], (I.42)

iar din relația (I.36) se obține expresia frecvenței proprii a sistemului:

oo ,n ω⋅= 559 [osc/min]. (I.43)

Întrucât sistemul (I.39) este omogen, valoarea absolutã a amplitudinii rãmâne
nedeterminatã și, ca urmare, una dintre necunoscute se alege arbitrar (de regulã, se considerã
Φ1 = 1), rezultând mãrimea relativã a celeilalte. Din expresia (I.42) se vede cã amplitudinea Φ2

este de semn schimbat fațã de Φ1, adicã cele douã discuri vibreazã în sensuri opuse, ceea ce
înseamnã cã existã o secțiune O a arborelui (fig.I.9.c), care se aflã în repaus. Dacã se presupune
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cã amplitudinile diferitelor secțiuni ale arborelui variazã liniar cu lungimea, se obține o reprezentare
graficã (fig.I.9.c), în care dreapta LE se numește linie elasticã a arborelui, iar secțiunea O se
numește nod. Deci, la un arbore echivalent cu douã discuri, linia elasticã are un singur nod.

I.2.3. Arborele cu 3 volanți

Sistemul oscilant convențional cel mai rãspândit este alcãtuit dintr-un arbore drept, cu 3
discuri (fig.I.10.a), deoarece ecuația pulsației proprii se rezolvã încã ușor. Dacã se noteazã cu ϕ1,
ϕ2 și ϕ3 deformațiile arborelui din dreptul
discurilor respective, se pot scrie relațiile
momentelor forțelor elastice, pentru fiecare
porțiune din arbore:

( )212121 ϕ−ϕ⋅= ,,E kM [Nm]; (I.44)

( )323232 ϕ−ϕ⋅= ,,E kM [Nm].       (I.45)
Analog cazului precedent, se scriu

ecuațiile diferențiale ale mișcãrii libere a celor trei
discuri:

( )
( ) ( )
( )








=ϕ−ϕ−ϕ
=ϕ−ϕ+ϕ−ϕ−ϕ

=ϕ−ϕ+ϕ

.kJ

;kkJ

;kJ

,

,,

,

0
0

0

323233

3232212122

212111







(I.46)

cu soluțiile generale:
( )
( )
( )








θ+τω⋅Φ=ϕ
θ+τω⋅Φ=ϕ

θ+τω⋅Φ=ϕ

.sin

;sin

;sin

o

o

o

33

22

11
(I.47)

Substituind aceste soluții în expresiile (I.46), re- Fig.I.10
zultã sistemul ecuațiilor caracteristice, corespun-
zãtor sistemului echivalent cu 3 discuri (fig.I.10.a):

( )
( )
( )










=Φ⋅−+Φ⋅−

=Φ⋅−Φ⋅−++Φ⋅−

=Φ⋅−Φ⋅−

.0

;0

;0

3
2

33,223,2

33,22
2

23,22,112,1

22,11
2

12,1

o

o

o

Jkk

kJkkk

kJk







(I.48)

Din condiția de compatibilitate:

0

0

0

2
33232

32
2

2322121

21
2

121

=

ω−−

−ω−+−

−ω−

o,,

,o,,,

,o,

Jkk

kJkkk

kJk

, (I.49)

rezultã ecuația pulsației proprii (soluția ωo=0 s-a eliminat, din motivele precizate în cazul
precedent):

( ) 0321
2

32

2313

21

31214

3221

321 =+++ω⋅








 +
+

+
−ω⋅ JJJ

k

JJJJ

k

JJJJ

kk

JJJ
o

,,
o

,,
. (I.50)

Aceastã ecuație poate fi scrisã sub forma simplificatã:
024 =+ω⋅−ω qp oo , (I.50′)

unde coeficienții p și q sunt de forma:
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21

21
21

32

32
32 JJ

JJ
k

JJ

JJ
kp ,,

+
⋅+

+
⋅= ; (I.51)

3221
321

321
,, kk

JJJ

JJJ
q ⋅⋅

++
= . (I.52)

Ecuația (I.50), respectiv (I.50′), fiind bipãtratã în ωo, va avea douã rãdãcini pozitive ωoI și
ωoII, numite pulsația proprie de ordinul I (valoarea cea mai micã) și, respectiv, pulsația proprie
de ordinul II. Lor le corespund cele douã linii de oscilație ale arborelui cotit (modurile de oscilație):
linia LEI, cu un nod și linia linia LEII, cu douã noduri (fig.I.10.b).

Amplitudinile se determinã alegând o valoare de referințã, de obicei Φ1=1; atunci
amplitudinile relative sunt definite de relațiile:








ΦΦ=
ΦΦ=

=ΦΦ=

,/a

;/a

;/a

133

122

111 1
(I.53)

valorile lor putând fi determinate cu ajutorul expresiilor
2

21

1
2 1 γγ ω⋅−= o

,k

J
a ; (I.54)

2

3,2

3

2

2

3.2

3

2

2,1

1

3
11

1














oo

o

k

J

a

k

J

k

J

a
⋅−

=
⋅−

⋅−
= , (I.55)

obținute din prima și ultima ecuație a sistemului (I.48), în raport cu Φ1. În cele douã expresii, prin
indicele γ s-a notat gradul vibrației. Din relațiile (I.50, I.51 și I.52), rezultã și pulsațiile proprii:

qp,p,o −⋅±⋅=ω γ
225050 [s-1]. (I.56)

La rândul lor, frecvențele proprii ale sistemului se determinã similar relației (I.43):

γγ ω⋅= oo ,n 559 [osc/min]. (I.57)

I.2.4. Arborele cu  volanți

Dacã arborele echivalent cuprinde ς discuri (fig.I.11), ecuația bipãtratã pentru pulsația
proprie este de gradul 2⋅(ς-1) și are (ς-1) rãdãcini pozitive. Pentru rezolvarea ei, s-au dezvoltat mai
multe metode de calcul, cea mai utilizatã fiind metoda resturilor.

Fig.I.11

În cadrul acestei metode, se considerã cã arborele echivalent cu ς discuri este descompus
în (ς-1) trepte, fiecare treaptã fiind alcãtuitã dintr-un disc z (cu un moment de inerție mecanicã Jz)
și un element elastic (z,z+1), adiacent discului, de rigiditate kz,z+1. Se aplicã fiecãrei trepte relațiile
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de echilibru pentru momente și deplasãri unghiulare, parcurgând arborele echivalent de la un
capãt la altul, dinspre partea frontalã spre volant.

Se alege inițial o valoare arbitrarã ωx pentru pulsația proprie. Dacã ωx este chiar pulsația
proprie, momentul rezultant la partea posterioarã (volant) este nul, deoarece, fiecare treaptã fiind
în echilibru, și sistemul în ansamblu trebuie sã fie în echilibru. Dacã momentul rezultant nu este
nul, el se numește moment rezidual sau restul R, iar valoarea ωx nu reprezintã pulsația proprie.
Se reia calculul cu noi valori ωx, pânã când se obține R≅0. În acest caz, ultima pulsație luatã în
considerație este chiar pulsația proprie.

Ecuația de echilibru pentru o treaptã:

11 +− =ϕ⋅+ z,zzzz,z MJM  (I.58)

aratã cã momentul forțelor elastice din stânga discului z (Mz-1,z reprezintã suma tuturor momentelor
forțelor elastice și al forțelor de inerție, care acționeazã de la partea frontalã pânã la discul z)
adunat cu momentul forțelor de inerție al discului z ( )zzJ ϕ este egal cu reacțiunea elementului
elastic din dreapta discului z (Mz,z+1 – momentul forțelor elastice dezvoltat de elementul de arbore
dintre discurile z și z+1).

Se substituie deplasarea unghiularã ϕ din (I.31) în relația (I.27) și se obține momentul
forțelor elastice:

( )θ+τω⋅⋅−= −− ozz,zz,z sinakM 11 [Nm], (I.59)
în care s-a înlocuit amplitudinea deplasãrii unghiulare Φ cu amplitudinea relativã a.

Se definește amplitudinea momentului forțelor elastice prin produsul dintre rigiditate și
amplitudine:

zz,z
a

z,z akM ⋅= −− 11 (I.60)
și se scriu astfel momentele forțelor elastice din stânga și din dreapta discului z:

( )
( )





θ+τω⋅=

θ+τω⋅=

++

−−

.sinMM

;sinMM

o
a

z,zz,z

o
a

z,zz,z

11

11
(I.61)

Se calculeazã, din relația (I.31), accelerația deplasãrii unghiulare:
( )θ+τω⋅ω⋅=ϕ oozz sina 2 [s-2] (I.62)

și se substituie relațiile (I.61) și (I.62) în (I.58). Dupã simplificãri, se obține prima ecuație
fundamentalã pe care se bazeazã metoda resturilor:

2
11 ozz

a
z,z

a
z,z aJMM ω⋅⋅+= −+ . (I.63)

Aceastã relație aratã cã momentul maxim al forțelor elastice, pentru un element (z,z+1) de
arbore echivalent dintr-o treaptã z, echilibreazã momentul maxim al tuturor forțelor elastice și de
inerție ale treptelor anterioare, precum și momentul maxim al forței de inerție al discului z din
treapta consideratã.

Analog relației (I.60), se poate scrie

111 +++ ⋅= z,zz,z
a

z,z akM , (I.64)
unde:

11 ++ −= zzz,z aaa (I.65)
reprezintã condiția ca amplitudinea deplasãrii unghiulare (deplasarea unghiularã maximã) a
elementului (z,z+1) de arbore echivalent sã fie egalã cu diferența dintre deplasãrile unghiulare
maxime ale secțiunilor extreme (diferența dintre amplitudinile deplasãrilor unghiulare ale discurilor
z și z+1). Se substituie (I.65) în relația (I.64) și se obține a doua ecuație fundamentalã a metodei:

1
1

+

+
+ −=

z,z

a
z,z

zz k

M
aa , (I.66)

care leagã amplitudinile deplasãrilor unghiulare ale unei trepte de momentul forțelor elastice și de
rigiditatea treptei.

Însumarea amplitudinilor momentelor și a deplasãrilor unghiulare în lungul arborelui
echivalent, pânã la ultima treaptã, se simplificã dacã se organizeazã calculele într-o tabelã, numitã
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tabela lui Holzer. Tabela cuprinde 7 coloane (tab.I.3), iar fiecare rând are douã diviziuni: o linie
superioarã și alta inferioarã.

În prima coloanã, în linia superioarã, se trece numãrul de ordine al volantului, pânã la discul
ς. În ultima coloanã, linia inferioarã, se trece numãrul de ordine al elementului elastic dintre discuri.
Coloanele a 2-a și a 5-a se completeazã inițial cu momentele de inerție mecanice (col. a 2-a, linia
sup.) și, respectiv, cu inversul constantei elastice, cu semn schimbat (col. a 5-a, linia inf.). Coloana
a 4-a reprezintã momentul forțelor de inerție ale discului, divizat prin amplitudinea deplasãrii
unghiulare și, de asemenea, se completeazã inițial. Coloanele a 3-a și a 6-a cuprind amplitudinile
relative ale deplasãrilor unghiulare (col. a 3-a) și, respectiv, amplitudinile momentelor rezultante
care lucreazã într-un element elastic (col. a 6-a) și se completeazã dupã efectuarea calculelor.

Tabelul I.3

Nr.
disc

zJ

[Nms2]
za

[ - ]
2
zzJ ω

[Nm] 1

1

+
−

z,zk

[1/Nm]

a
z,zM 1+

[Nm]

Nr.
elem.
elastic

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7.
1

1J 11 =a 2
1 xJ ω 2

1 xJ ω

1-221

2
1

,

x

k

J ω−
21

1

,k
− 2

121 x
a
, JM ω=

2
2J

21

2
1

2 1
,

x

k

J
a

ω
−= 2

2 xJ ω 








 ω−ω
21

2
12

2 1
,

x
x k

J
J

2-3
[col.5]×[col.6]

32

1

,k
−










 ω
−ω+ω=

21

2
12

2
2

132 1
,

x
xx

a
, k

J
JJM

...a =3

ς ςJ ...a =ς
2
xJ ως [col.3]×[col.4]

∑
−ς=

=
+=

1

1
1

z

z

a
z,zMR

Se alege inițial o pulsație ωx, apropiatã de valoarea estimatã pentru pulsația proprie, pentru
a reduce numãrul de încercãri. În acest scop, ωx se poate determina inițial cu un arbore echivalent
cu 2 sau 3 discuri. Prima treaptã de calcul fiind situatã în partea frontalã a arborelui echivalent,
amplitudinea discului 1 se alege egalã cu unitatea (a1 = 1) și se trece în coloana a treia, în prima
linie superioarã.

Se calculeazã în continuare tabela lui Holzer, parcurgând fiecare linie superioarã de la
stânga la dreapta (aplicând rel. I.63) și fiecare linie inferioarã de la dreapta la stânga (aplicând rel.
I.66). Astfel, se parcurge prima linie superioarã de la stânga spre dreapta, efectuând produsul
dintre coloanele a 3-a și a 4-a și transcriind rezultatul în coloana a 6-a. Pentru prima treaptã, este
evident faptul cã momentul forțelor elastice din stânga discului 1 este nul ( 01 =−

a
z,zM ), iar relația

(I.63) se reduce la 2
121 x

a
, JM ω⋅= . Se transferã rezultatul din linia superioarã în linia inferioarã a

coloanei a 6-a, când se calculeazã prima treaptã. Pentru celelalte trepte, pe linia inferioarã din
aceastã coloanã se înscrie valoarea de pe linia superioarã însumatã algebric cu valoarea din linia
inferioarã a treptei precedente, ceea ce rezultã din aplicarea relației (I.63). Parcurgerea liniei
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inferioare de la dreapta la stânga se realizeazã efectuând produsul dintre coloanele a 5-a și a 6-a
și înscriind rezultatul în coloana a 3-a. În aceastã coloanã se adunã algebric linia superioarã și linia
inferioarã (conform relației I.66) și se obține astfel amplitudinea discului 2, care se scrie în linia
superioarã a acestui disc.

Calculele se reiau dupã aceleași reguli și se obține de fiecare datã, în coloana a 6-a, linia
inferioarã, amplitudinea relativã a deplasãrii unghiulare. Se completeazã tabela pânã la discul ς,
linia superioarã; linia inferioarã pentru discul ς nu are semnificație. Ultima valoare din coloana a 6-a
reprezintã momentul rezidual sau restul R, care, de obicei, este diferit de zero. Calculele se repetã
prin încercãri succesive, cãutându-se obținerea, în final, a unei valori reziduale cât mai mici a
sumei momentelor forțelor de inerție, corespunzãtoare volantului care vibreazã.

Pentru a micșora numãrul de iterații, se fac
urmãtoarele observații în legãturã cu valorile sumei
momentelor forțelor de inerție: dacã ωx = 0, sistemul
oscilant este în repaus, iar forțele de inerție și, implicit,
suma momentelor acestor forțe sunt nule. Pe mãsurã ce
pulsația crește, momentele forțelor de inerție iau valori
finite, iar suma lor este o cantitate pozitivã. Aceastã
situație este valabilã pânã ce valoarea lui ωx se apropie
de cea a primei pulsații proprii a sistemului oscilant ωoI,
când valoarea sumei momentelor forțelor de inerție tinde
spre zero. În consecințã, curba de variație a valorii R în
funcție de ωx capãtã alura prezentatã în figura I.12.

Dacã se urmãrește determinarea valorii pulsației Fig.I.12
proprii de ordinul I (sau, în general, a unei pulsații de ordin
impar), o valoare pozitivã a momentului rezidual indicã necesitatea de a mãri valoarea pulsației ωx
cu care se face urmãtoarea iterație. Invers, dacã momentul rezidual este negativ, este necesar sã
se adopte o nouã valoare ωx mai micã decât precedenta. Pentru determinarea pulsației proprii de
ordin ordinul II (a pulsaților proprii de ordin par, în general), situația se prezintã invers: o valoare
pozitivã a momentului rezidual reclamã micșorarea valorii ωx, iar o valoare negativã a acesteia
necesitã creșterea valorii ωx, cu care se efectueazã urmãtoarea iterație.

Dupã ce, prin încercãri succesive, s-a încadrat valoarea pulsației ωx între douã valori pentru
care momentul rezidual are semne diferite, valoarea pulsației pentru iterația urmãtoare se poate
determina prin interpolare liniarã între cele douã valori ωx. Procedeul iterativ se încheie în
momentul în care, între douã interpolãri succesive, variația pulsației proprii variazã cu mai puțin de
1%.

Acest algoritm de calcul este ușor programabil și prezintã avantajul, în raport cu alte
metode de calcul, cã permite determinarea amplitudinilor relative ale vibraților volanților care
alcãtuiesc sistemul oscilant echivalent (coloana a 6-a a tabelei).

La motoarele policilindrice, întrucât cilindrii sunt identici, arborele echivalent are mai multe
momente de inerție J și mai multe constante elastice k, de valori egale. În acest caz, este comod
sã se simplifice tabela lui Holzer, definind un arbore unitar echivalent care se obține împãrțind pe
J1, J2, … , k1,2, k2,3, … cu valorile J și k cele mai frecvente. Dacã ωon este pulsația sistemului unitar,
atunci existã relația

J

kon
o

⋅ω
=ω

2
2 . (I.67)

Pulsația proprie de gradul doi este mai mare decât cea de ordinul întâi. Prima aproximatã
pentru pulsația proprie de ordinul doi se poate calcula cu relația

2
2 22

i
on =ω , (I.68)

unde i este numãrul de cilindri. Pulsațiile de grad superior sunt mai puțin interesante.
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I.3. DETERMINAREA MOMENTELOR PERIODICE EXCITATOARE. CALCULUL
OSCILAŢIILOR AMORTIZATE (LIBERE ŞI FORŢATE) ALE ARBORELUI COTIT

I.3.1. Analiza armonică a excitației

Momentele produse de forţa de presiune a gazelor Fp şi de forţa de inerţie a maselor cu
mişcare de translaţie Fit sunt mãrimi variabile cu unghiul de rotaţie α. Întrucât ele variazã periodic,
pot fi exprimate analitic prin intermediul seriilor Fourier. Descompunerea curbelor de moment în
serii Fourier poartã numele de analizã armonicã a excitaţiei. Întrucât, la modificarea turaţiei,
momentul Mp variazã diferit faţã de Mit, este convenabil ca descompunerea în serie Fourier sã se
facã independent, urmând apoi sã se însumeze componentele armonicilor de acelaşi ordin.

În conformitate cu interpretãrile vectoriale ale forţelor şi momentelor de dezechilibru
efectuate în cadrul temei 6, expresia generalã a dezvoltãrii în serie a momentului produs de forţa
de presiune a gazelor este

( )∑
∞

=ν
νν θ+τνω⋅+=

1
0sinMMM ppmp , (I.69)

în care ν este ordinul armonicii; Mp – amplitudinea armonicii de ordinul ν; θν – diferenţa de fazã şi
Mpm – momentul motor mediu produs de forţa de presiune. În unele lucrãri, se furnizeazã datele
necesare calculelor coeficienţilor Mpν şi θν, plecând de la ipoteza cã diagrama indicatã a ciclului
este reproductibilã, la motoare asemenea. Ca urmare, exprimând amplitudinea Mpν sub forma

νν ⋅π= RD
D

M p 4

2
, (I.70)

în care D este alezajul şi R – raza manivelei. Coeficienţii Dν şi θν au fost calculaţi în funcţie de
presiunea medie indicatã realã. În nomogramele din figurile I.13 şi I.14 sunt prezentate rezultatele
acestor calcule pentru m.a.c.-uri cu admisie naturalã (fig.I.13) şi, respectiv, pentru m.a.c.-uri
supraalimentate (fig.I.14).

Se înţelege însã cã utilizarea acestor nomograme trebuie fãcutã cu prudenţã, datã fiind
diversitatea legilor de variaţie a presiunii. Acest mod de determinare este utilizat numai în cazul
calculelor preliminare. O metodã mai exactã se bazeazã pe interpretarea vectorialã a momentelor
de ruliu produse de forţa Fp, metodã conform cãreia momentul produs este dat de relaţia

Tp p
D

RM ⋅π⋅=
4

2
, (I.71)

unde:

( ) ( )
β

β+α⋅−=
cos

sin
ppp cartT (I.72)

este presiunea tangenţialã echivalentã presiunii gazelor din cilindru. Fiind o mãrime periodicã, ea
poate fi exprimatã sub forma unei serii trigonometrice:

( )∑
∞

=ι
νν να+να+=

1
sinBcosAAp oT , (I.73)

în care coeficienţii termenilor armonici sunt precizaţi de relaţiile lui Fourier:
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( )

( )

( )













α⋅να⋅α
τπ

=

α⋅να⋅α
τπ

=

α⋅α
τπ

=

∫

∫

∫

τπ
ν

τπ
ν

τπ

o T

o T

o To

.dsinpB

;dcospA

;dpA

2

2

1

(I.74)

Fig.I.13
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Fig.I.14

Expresia (I.73) mai poate fi scrisã sub forma

( )∑
∞

=ν
νν θ−να⋅+=

1
cosCAp oT , (I.75)

unde:
















=θ

+=

ν

ν
ν

ννν

.
A

B
arctg

;BAC 22

(I.76)

3
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Conform metodologiei prezentate în tema 6, în calculele analitice, coeficienţii termenilor
armonici se determinã cu relaţiile:

( )

( )

















α∆ν
τ

α∆=

α∆ν⋅
τ

α∆=

τ
α∆=

∑

∑

∑

=
ν

=
ν

=

N

j
jT

N

j
jT

N

j
jTo

,jsinpB

;jcospA

;pA

1

1

1

90

90

180

(I.77)

unde ∆α reprezintã mãrimea fiecãruia dintre cele N intervale egale stabilite pentru perioada funcţiei
pT=f(α) şi Tjp – valoarea medie a presiunii tangenţiale în intervalul considerat.

Fig.I.15
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Fig.I.16

Prin urmare, componenta de ordinul ν a momentului produs de forţa de presiune va fi

( ) ( )  −⋅=−⋅⋅= coscos
4

2
a
pp MRC

D
M . (I.78)

Valoarea absolutã a coeficienţilor seriei (I.75) descreşte odatã cu creşterea ordinului
armonicii; ca urmare, evaluãrile practice se vor limita la un numãr finit de termeni în seria ce
exprimã variaţia presiunii pT. De regulã, ordinul maxim al armonicilor care sunt reţinute în seria
trigonometricã (I.75) se limiteazã la 12 (foarte rar, la 17). Modul în care descresc amplitudinile
componente ale presiunii tangenţiale pT este ilustrat în figurile I.15 şi I.16, în care sunt reprezentate
alurile curbelor de variaţie ale presiunilor tangenţiale pentru un motor în 4 timpi (fig.I.15) şi,
respectiv, pentru un motor în 2 timpi (fig.I.16).

Deoarece, la motoarele în 4 timpi, perioada de variaţie a presiunii este Φc=4π, rezultã cã
frecvenţa acestor variaţii este egalã cu jumãtate din frecvenţa de rotaţie a arborelui cotit. Adoptând
ca unitate de frecvenţã, frecvenţa de rotaţie a arborelui cotit, la motoarele în 4 timpi, ordinele
armonice ale termenilor seriilor (I.73) şi (I.75) vor avea atât valori întregi 1,2,3,…, cât şi valori
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fracţionare 1/2, 1½, 2½,... (fig.I.15), iar la motoarele în 2 timpi (perioada de variaţie a presiunii pT

este egalã cu Φc=2π), numai valori întregi (fig.I.16).
Analiza armonicã a momentului motor produs de forţa de inerţie a maselor în mişcare de

translaţie se realizeazã pe baza expresiei de calcul stabilitã în cadrul interpretãrii vectoriale a
momentului de ruliu creat de aceastã forţã:

( ) ∑
∞

=

=+++⋅=
1

321
22 ...3sin2sinsin


 itiiiitit MBBBRmM , (I.79)

în care Mit reprezintã componenta armonicã de ordinul ν a momentului produs de forţa Fit:
( ) ( )  +⋅=+⋅= sinsin22 a

itiitit MBRmM , (I.80)
valorile coeficienţilor termenilor armonici Bνi fiind indicate în tabelul I.3 din tema 6. La rândul lor,
defazajele ψν au valorile

0651 =ψ=ψ=ψ ; π=ψ=ψ=ψ 432 .
Datoritã descreşterii rapide a valorilor coeficienţilor Bνi odatã cu creşterea ordinului

armonicii, în mod uzual, pentru acest moment se considerã numai primele şase armonici. Prin
urmare, momentul de excitaţie pentru armonici de ordin superior lui 6 este determinat numai de
momentul Mp.

Datoritã diferenţei de fazã dintre cele douã momente, amplitudinea totalã a momentului se
obţine prin însumarea geometricã a relaţiilor (I.78) şi (I.80):

( ) ( )22
ννννννννν ψ+θ+ψ+θ= cosMcosMsinMsinMM a

it
a
p

a
it

a
p

a .               (I.81)
Momentul rezultant al excitaţiei se stabileşte pentru fiecare cilindru, în funcţie de ordinea de

aprindere:
( )

( ) ( )
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












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



 Φ
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
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
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
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

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i

sinMM

;
i

sinMM

;sinMM

j
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j

ca

ca

a

1

23

2

1

(I.82)

unde:

( )
i

j c
j

Φ
⋅−ν−=δν 1 (I.83)

reprezintã decalajul dintre aprinderi. Cu alte cuvinte, pentru un ordin ν al armonicii, se va considera
de (j–1) ori decalajul unghiular dintre aprinderi (Φc/i), j reprezentând rangul aprinderii.

I.3.2. Solicitarea arborelui cotit la rezonanță

Mişcarea periodicã a unui sistem oscilant liber se numeşte amortizatã, dacã sistemul
cedeazã energie mediului exterior. Întrucât excitaţia unui sistem oscilant liber este nulã,
amplitudinea vibraţiei scade treptat pânã la anulare. Vibraţia arborelui cotit este şi ea o mişcare
amortizatã, datoritã acţiunii rezistenţelor interioare şi exterioare. Rezistenţele interioare sunt
determinate de frecarea internã (histerezis), iar cele exterioare de frecãrile lichide sau semifluide
din lagãre şi cilindru. Pentru simplificarea problemei, se presupune cã, în toate tipurile de frecare,
rezistenţele sunt proporţionale cu viteza (ipotezã apropiatã de realitate numai în cazul frecãrii
lichide).
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Ca urmare, momentul forţei de frecare se poate scrie sub forma
.

d

d
M ϕ⋅ξ−=

τ
ϕ⋅ξ−=ξ , (I.84)

unde ξ se numeşte coeficient de amortizare ( semnul “minus” aratã cã momentul rezistent se
opune mişcãrii). Aprecierea capacitãţilor de amortizare ale diverselor subansambluri şi piese este
extrem de dificilã, datã fiind complexitatea proceselor energetice care se produc şi a multiplelor
influenţe ce se exercitã asupra acestora. Ca urmare, pentru necesitãţile uzuale de calcul, se
admite, în prezent, cã amortizãrile existente sunt proporţionale cu vitezele mişcãrilor vibratorii, iar
coeficienţii de amortizare se calculeazã pe baza unor relaţii empirice sau semiempirice, pentru
fiecare subansamblu sau piesã în parte.

Astfel, pentru un cuplu piston–cilindru, se recomandã calcularea coeficientului de
amortizare cu relaţia

cilprcil J, ω⋅=ξ 010 [Nms/rad], (I.85)
în care ωpr reprezintã pulsaţia proprie a modului de vibraţie considerat, în s-1 şi Jcil – momentul de
inerţie mecanic al volantului echivalent unui mecanism motor, în Nms2.

În mod asemãnãtor, pentru o pereche de lagãre palier, aferente unei manivele a arborelui
cotit:

cilprlag J
,b, ω⋅+ν⋅=ξ

100
6020 [Nms/rad], (I.86)

unde b = 0,5 pentru arborele cotit echipat cu contragreutãţi şi b = 1 pentru arborele fãrã
contragreutãţi.

Pentru un volant cu momentul de inerţie mecanic Jvol [Nms2], care se roteşte în aer,
coeficientul de amortizare se poate calcula cu relaţia

volprvol J
, ω⋅
ν

=ξ 0010 [Nms/rad], (I.87)

iar pentru o elice navalã:

el

el
el n

M
30=ξ [Nms/rad], (I.88)

unde Mel este momentul de torsiune efectiv consumat de elice, în Nm şi nel – turaţia acesteia, în
rot/min.

Amortizãrile produse prin histerezis elastic sunt, în general, reduse pentru materialele
metalice folosite în construcţia liniilor de arbori antrenaţi de m.a.i. şi, ca urmare, au un efect
neglijabil asupra amplitudinilor de vibraţie la rezonanţã. Coeficient mare de amortizare îl are
cauciucul, care se foloseşte la confecţionarea unor
cuplaje elastice. Totodatã, comportarea cauciucului sub
sarcinã este neliniarã, ceea ce determinã un efect de
dezacordare a pulsaţiei proprii în raport cu pulsaţia
momentului excitant. În general, nu se urmãreşte, însã,
introducerea unui efect important de amortizare prin
histerezis elastic, deoarece energia mecanicã disipatã se
transformã în cãldurã, care se înmagazineazã în
materialul supus deformãrii şi poate provoca distrugerea
acestuia la depãşirea unei anumite limite.

Mişcarea amortizatã a sistemului oscilant
elementar (fig.I.8) este ilustratã grafic în figura I.17. Ecuația Fig.I.17
diferenţialã a mişcãrii este de forma (I.28), dar intervine ter-
menul suplimentar Mξ:

0
2

2
=−−

τ
ϕ⋅ ξ EMM

d

d
J . (I.89)

Substituind expresiile momentelor Mξ şi ME în relaţia (I.89), rezultã:

0
2

2
=ϕ⋅+

τ
ϕ⋅ξ+

τ
ϕ⋅ k

d

d

d

d
J , (I.90)

Mξ M
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care, împãrţitã prin momentul de inerţie mecanic J, ia forma

02
2

2
=ϕ⋅ω+

τ
ϕ⋅ξ+

τ
ϕ

od

d

Jd

d , (I.90′)

unde ωo este pulsaţia proprie a sistemului. Analiza aratã cã, dacã ξ<2ω0J, mişcarea liberã a
sistemului este periodicã, dar se amortizeazã rapid (fig.I.18.a); dacã ξ>2ω0J, mişcarea este
aperiodicã, adicã amortizarea este atât de intensã, încât sistemul nu mai poate reveni în starea
iniţialã, de echilibru. Valoarea

Jocr ω⋅=ξ 2 (I.91)
se numeşte coeficient critic de amortizare, iar raportul

cr
a

ξ
ξ= (I.92)

amortizare. Cu aceastã notaţie, ecuaţia
diferenţialã a mişcãrii amortizate devine:

02 2 =ϕω+ϕω⋅+ϕ o

.

o

..
a , (I.93)

cu soluţia generalã
( )o

'
oo

ao
o sine β+τωΦ=ϕ τω− ,       (I.94)

unde '
oω este pulsaţia mişcãrii amortizate:

ao
'
o −⋅ω=ω 1 ,                  (I.95)

iar βo – faza iniţialã.
Mişcarea periodicã a unui sistem oscilant

se numeşte forţatã, dacã sistemul primeşte
succesiv, din exterior, o energie cel puţin egalã
cu energia pierdutã de sistem prin amortizare.
Acţiunea mediului fiind, la rândul ei, periodicã, cu
pulsaţia ω, poate fi exprimatã sub formã
armonicã. Pentru o armonicã de ordinul ν,
ecuaţia diferenţialã (I.90) se transformã în:

νωτ⋅=ϕ+
τ
ϕ⋅ξ+

τ
ϕ⋅ ν sinMk

d

d

d

d
J a

2

2
, (I.96)

termenul drept al relaţiei reprezentând excitaţia
sistemului (conform rel.I.82). Împãrţind ecuaţia
(I.96) prin J, se obţine ecuaţia diferenţialã Fig.I.18

νωτ⋅=ϕω+ϕω⋅+ϕ ν sin
J

M
a

a

o

.

o

.. 22 , (I.96′)

a cãrei soluţie generalã:
( ) ( )ν

τω−
∑ β−νωτΦ−β+τω⋅Φ=ϕ+ϕ=ϕ sinsine o

'
oo

ao
o (I.97)

reprezintã suma soluţiilor particulare ale ecuaţiei diferenţiale. Se observã faptul cã elongaţia totalã
ϕΣ se poate exprima ca o sumã a douã elongaţii: elongaţia mişcãrii amortizate libere ϕo şi elongaţia
mişcãrii forţate ϕ (fig.I.18.b). Întrucât ϕo se reduce din cauza amortizãrii, elongaţia ϕΣ devine rapid
egalã cu ϕ (fig.I.18.c).

Elongaţia mişcãrii forţate se exprimã sub forma
( ) ( )νν β−νωτ⋅ϕ=β−νωτ⋅Φ=ϕ sinAsin s , (I.98)

care evidenţiazã faptul cã amplitudinea vibraţiei Φ se poate exprima ca un produs de doi termeni,
în care ϕs reprezintã deformaţia unghiularã staticã:

k

M

J

M a

o

a

s
νν =

ω⋅
=ϕ

2
, (I.99)
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iar A – factorul de amplificare:

2
2

22
41
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A . (I.100)

La rândul ei, diferenţa de fazã este datã de relaţia

2
1

2







ω
νω−

ω
νω⋅
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Se observã cã factorul de amplificare depinde de amortizarea a. Cu cât amortizarea a este
mai mare, cu atât A se reduce, amplitudinea mişcãrii oscilatorii scade, deformaţiile unghiulare sunt
mai mici, iar vibraţiile torsionale sunt mai puţin periculoase.

Se numeşte rezonanţã – mişcarea periodicã forţatã
a unui sistem oscilant, pentru care frecvenţa sau frecvenţele
proprii sunt egale cu frecvenţa (frecvenţele) aplicate.
Întrucât frecvenţa diferã de pulsaţie printr-o constantã
(rel.I.33: no = 0,159·ωo), rezultã cã un sistem oscilant intrã în
rezonanţã atunci când pulsaţia proprie sau pulsaţiile de
diferite grade γ este egalã cu pulsaţia excitaţiei sau cu
pulsaţiile de diferite ordine ν.

Ca urmare, din relaţia (I.100) rezultã condiţia de
rezonanţã: νω=ωo (sistemul oscilant din fig.I.9 are o singurã
pulsaţie). Dacã amortizarea a este nulã, rezultã cã la
rezonanţã factorul de amplificare A devine infinit şi, deci,
amplitudinea mişcãrii Φ=∞ (fig.I.19). Evident, în acest caz,
deformaţia unghiularã fiind infinit de mare, se produce
ruperea arborelui; dacã amortizarea a creşte, factorul de
amplificare se micşoreazã, amplitudinile scad şi pericolul de
rupere este îndepãrtat. Variaţia factorului de amplificare A
cu νω/ωo aratã cã amplitudinile cele mai mari ale vibraţiei se
obţin în regim de rezonanţã; de aceea, calculul eforturilor Fig.I.19
unitare se efectueazã pentru acest regim.

Dacã arborele echivalent este încãrcat cu mai multe discuri, atunci pulsaţiile proprii ale
sistemului oscilant sunt de diferite grade γ, astfel încât, pentru un disc (cot) cu numãrul de ordine ς,
rezultã sãgeata staticã:

( )
2
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γζ ω⋅
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o
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(I.102)

şi amplificarea:
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Amplitudinea vibraţiei de gradul γ, pentru discul ς, este datã de relaţia
( )γζγγζ ϕ⋅=Φ sA . (I.104)

Relaţia (I.102) aratã cã sãgeata staticã ϕs, deci implicit şi amplitudinea vibraţiei, este cu atât
mai mare, cu cât ordinul armonicii este mai mic (amplitudinea armonicii fundamentale M0,5 – la
motoarele în 4 timpi sau M1 – la motoarele în 2 timpi este cea mai mare – fig.I.15 şi I.16) şi cu cât
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pulsaţia ωoγ este mai redusã (pulsaţia de gradul I este cea mai micã, adicã are frecvenţa cea mai
joasã).

Solicitarea mecanicã la rezonanţã se determinã pentru fiecare armonicã ν a excitaţiei,
pentru fiecare grad γ al pulsaţiei şi pentru fiecare cot ς al arborelui. În principiu, notând cu δγν faza
iniţialã a vibraţiei de gradul  şi ordinul :
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∑
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cu βγν – diferenţa de fazã a vibraţiilor de acelaşi ordin şi grad:
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şi cu Tγν – funcţia caracteristicã a oscilaţiei de acelaşi ordin şi grad:

∑

∑∑

=
γγ

=γ
νγ

=γ
νγ

νγν

Φ⋅⋅ω













δ⋅Φ+












δ⋅Φ

⋅=
n

j
jjo

m

jj

m

jj

a

J

sincos

MT

1

22

2

1

2

1
,                       (I.107)

atunci elongaţia de ordinul ν, pentru discul ς, se obţine însumând elongaţiile pentru diferitele grade
ale pulsaţiei:

( )∑
=γ

γνγνγγγννζ β−δ+νωτ⋅Φ=ϕ
m

j sinAT
1

. (I.108)

Cu ajutorul acestei relaţii, în care cu j s-a notat rangul aprinderii, se poate determina
momentul de torsiune al armonicii de ordinul ν, pentru porţiunea de arbore dintre discurile ς şi ς+1:

( ) ( )νς+ςν+ςς+ςς ϕ−ϕ= 111 ,,, kM . (I.109)

Prin urmare, efortul unitar de rãsucire pentru fiecare fus palier sau maneton va fi
( )

p

,

W

M ν+ζζ
=τ

1
, (I.110)

valoarea sa comparându-se cu efortul unitar admisibil τa, definit de unele norme astfel: τa = τr/25,
pentru oţel şi τa = τ−1/6, pentru fontã. Se admite cã amplitudinea limitã a deformaţiilor unghiulare
ale arborelui cotit, pentru regimul continuu de funcţionare, nu trebuie sã depãşeascã unitatea.

I.3.3. Stabilirea regimurilor de rezonanță

Date fiind dificultãţile de evaluare a eforturilor unitare la vibraţii, este util sã se precizeze
iniţial regimurile de turaţie ale motorului la care se produce rezonanţa, precum şi ordinul
armonicilor şi gradul pulsaţiilor de rezonanţã, ştiind cã pulsaţiile şi armonicile superioare sunt mai
puţin periculoase.

Condiţia de rezonanţã se exprimã prin relaţia generalã: νω = ωoγ. Dacã se noteazã cu:
νω=Ων , (I.111)
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pulsaţia excitaţiei de ordinul ν, rezultã cã la rezonanţã Ωυ = ωoγ, egalitate care poate avea loc
pentru diverse armonici ν şi grade de pulsaţie γ. Întrucât

30
n⋅π=ω , (I.112)

rezultã cã pulsaţia excitaţiei de ordinul ν variazã liniar cu turaţia (fig.I.20). La rândul ei, pulsaţia
proprie este independentã de turaţie şi
se reprezintã prin drepte paralele la
abscisa diagramei.

Punctele de intersecţie ωoγ = Ων
dau condiţia de rezonanţã. Turaţia la
care se realizeazã aceastã condiţie se
numeşte turaţie criticã. Dacã se
transcrie relaţia (I.33) pentru pulsaţii de
diferite grade, se obţine:

γγ ⋅=ω oo n,36 , (I.113)
unde noγ este frecvenţa proprie pentru
vibraţia de gradul γ. Pe de altã parte:

ν⋅




 ⋅π=Ων 30

n , (I.114)

astfel încât, egalând cele douã pulsaţii,
se obţine turaţia criticã de ordin ν şi
grad γ: Fig.I.20
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. (I.115)

În figura I.21 este prezentat spectrul vibraţiilor de gradul I al diferitelor armonice ν, pentru
un motor de automobil. Se observã cã amplitudinea este cu atât mai mare, cu cât ordinul armonicii
este mai mic, dar rezonanţa pentru armonicile de ordin superior se produce la turaţii care
depãşesc cu mult turaţia maximã a motorului (nmax=2000 rot/min).

Fig.I.21
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I.3.4. Atenuarea efectelor vibrațiilor de torsiune

Vibraţiile torsionale ale arborelui cotit nu se pot elimina, dar efectul lor poate fi atenuat. În
acest scop, la proiectare se urmãreşte evitarea turaţiilor critice periculoase.

Dacã acest deziderat nu se poate realiza, proiectantul va urmãri sã deplaseze turaţia criticã
ncr (fig.I.22) din domeniul turaţiilor utilizabile (nmin...nmax), fie prin reducerea ei (ncr

’<nmin), fie prin
mãrirea ei (ncr

’’>nmax). A doua soluţie este mai convenabilã, deoarece nu implicã trecerea arborelui
cotit prin turaţia criticã la fiecare pornire şi oprire.

Întrucât pulsaţia armonicii fundamentale (0,5⋅ω) este datã, proiectantul poate modifica
pulsaţia proprie a vibraţiilor ωo. Se obţine ωo

’’>ωo şi ncr
’’>nmax prin mãrirea rigiditãţii k a arborelui cotit

sau prin reducerea momentului de inerţie mecanic J al maselor în mişcare.
Se explicã astfel soluţiile constructive ale mecanismului motor la motoarele rapide

(pistoane şi biele uşoare, fusuri manetoane gãurite, mase de echilibrare eliminate, distanţe reduse
de la centrul de masã al contragreutãţilor la axa de rotaţie, fusuri palier cu diametre mari, arbore de
lungime redusã, materiale cu modul de elasticitate transversalã ridicat). Evident, acţionând în sens
invers, se obţine ωo

’<ωo şi ncr
’<nmin.

Fig.I.22 Fig.I.23

La motoarele în linie, în 4 timpi, cu numãr par de cilindri şi arbore cu plan central de
simetrie se pot crea domenii lipsite de rezonanţã. Aceasta se asigurã fãrã modificarea stelajului,
adoptând o asemenea ordine de aprindere, încât seria de cifre impare sã creascã progresiv, iar
seria de cifre pare sã descreascã, de asemenea, progresiv. De exemplu, pentru un asemenea
motor, având 6 cilindri, ordinea de aprindere este

1 – 3 – 5 – 6 – 4 – 2.
În situaţia în care soluţiile enumerate nu dau satisfacţie se folosesc dispozitive speciale

pentru amortizarea vibraţiilor, numite amortizoare de vibraţii.
Concluzionând, proiectarea arborelui cotit al unui motor este o problemã deosebit de

complexã, în cadrul acestei activitãţi, proiectantul trebuind sã ţinã seama de modul în care se
influenţeazã diferitele modalitãţi de organizare a arborelui cotit (fig.I.23). Astfel se explicã faptul cã
unele construcţii de arbori cotiţi reprezintã soluţii de compromis care asigurã o corelare optimã a
tuturor aspectelor funcţionale determinate de ordinea de aprindere a motorului.
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