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UNIFORMIZAREA MIŞCÃRII DE ROTAŢIE A ARBORELUI COTIT.
DETERMINAREA MOMENTULUI DE INERŢIE AL VOLANTULUI

1. GENERALITÃŢI PRIVIND UNIFORMITATEA MIŞCÃRII DE ROTAŢIE A ARBORELUI
COTIT

Caracteristicile funcţionale ale m.a.i. cu piston în mişcare alternativã fac ca între motor şi
elementele exterioare acestuia sã se manifeste o serie de neregularitãţi, concretizate prin forţe şi
momente variabile. Astfel, variaţiile Mmot determinã variaţii ale vitezei unghiulare ω, iar forţele şi
momentele de dezechilibru ale motorului produc solicitãri variabile pe reazemele acestuia, putând
provoca vibraţii supãrãtoare ale motorului sau ale structurii pe care acesta este montat.

Pentru ca aceste neregularitãţi sã fie menţinute în limite acceptabile, compatibile cu
diversele utilizãri ale m.a.i., este necesar ca în construcţia motorului sã se introducã elemente care
sã asigure reducerea încãrcãrilor variabile pe reazeme (dispozitivele de rezemare elasticã) şi
uniformizarea mişcãrii de rotaţie a arborelui cotit (volantul). Deşi modul de lucru al acestor
elemente este diferit, principiul care stã la baza acţiunii lor îl constituie înmagazinarea temporarã a
energiei mecanice şi redarea ei în condiţii care sã permitã reducerea neregularitãţilor menţionate.
În timp ce volantul, un element rigid, redã integral energia înmagazinatã, dispozitivele de rezemare
elasticã disipeazã prin frecãri o parte din energia primitã.

Datoritã particularitãţilor funcţionale ale m.a.i., determinate de mişcarea alternativã a
pistoanelor şi de variaţia, în limite largi, a presiunii gazelor din cilindri, rezultã variaţii importante ale
forţelor tangenţiale care acţioneazã asupra arborelui cotit, respectiv ale momentului motor.
Utilizãrile actuale ale m.a.i. reclamã, cu foarte puţine excepţii, valori cât mai constante ale
momentului motor rezultant, în intervalul unei rotaţii complete a arborelui cotit. Ca urmare, rezultã
diferenţe inerente între valorile momentului efectiv (produs de motor) şi valorile momentului
rezistent (opus de cãtre maşina antrenatã). Aceste diferenţe determinã, în baza principiului
conservãrii energiei, variaţii corespunzãtoare ale energiei cinetice a maselor aflate în mişcare, deci
implicit ale vitezei unghiulare de rotaţie a arborelui cotit. Pentru ca aceste variaţii sã nu devinã
supãrãtoare, este necesar ca, în funcţie de natura utilizãrii motorului, ele sã fie menţinute între
anumite limite de variaţie.

Uniformizarea doritã a vitezei unghiulare de rotaţie este realizatã prin montarea pe arbore a
unei piese având un moment de inerţie corespunzãtor – volantul. Acesta joacã rolul de
acumulator de energie, înmagazinând, în condiţii de variaţie limitatã a vitezei de rotaţie, excedentul
de energie mecanicã produsã de motor şi cedând aceastã energie, în aceleaşi condiţii, atunci când
motorul este deficitar, în raport cu consumatorul, sub aspectul energiei solicitate de acesta.

Limitele de variaţie ale energiei cinetice a sistemului aflat în mişcare sunt precizate de
ecuaţia de conservare a energiei mecanice. Bilanţul energetic între douã stãri arbitrare ale
sistemului motor–consumator, considerate în momentele de timp t0=0 şi t=t0+∆t, impune ca variaţia
energiei cinetice a sistemului sã fie egalã cu diferenţa dintre lucrul mecanic produs de motor şi cel
consumat de maşina antrenatã:
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În relaţia (7.1) s-au folosit urmãtoarele notaţii: W; W0 – energia cineticã a sistemului în
momentele de timp considerate; wj; wjo – vitezele maselor aflate în mişcare de translaţie; k; ko –
vitezele unghiulare ale maselor aflate în mişcare de rotaţie; mj – masele aflate în mişcare de
translaţie; Ik – momentele de inerţie ale pieselor aflate în mişcare de rotaţie; Fpj – valoarea
instantanee a forţei de presiune a gazelor în cilindrul nr.j; Mr – valoarea instantanee a momentului
rezistent opus de consumator; Mf – valoarea instantanee a momentului corespunzãtor pierderilor
mecanice proprii ale motorului; dxpj – deplasarea elementarã a pistonului în cilindrul nr.j; dα –
deplasarea unghiularã elementarã a arborelui cotit.

2. DETERMINAREA APROXIMATIVÃ A MOMENTULUI DE INERŢIE
AL VOLANTULUI

Neglijând valoarea momentului de inerţie al celorlalte piese cu mişcare de rotaţie, în raport
cu valoarea momentului de inerţie al volantului Iv, şi aproximând variaţia energiei cinetice a
pieselor cu mişcare de translaţie prin variaţia forţelor de inerţie corespunzãtoare acestor piese,
calculatã pentru o valoare medie a vitezei unghiulare a arborelui cotit, relaţia (7.1) poate fi
simplificatã în forma:
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Ţinând seama de relaţiile (2.1) şi (4.1), se poate scrie:
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de unde, pe baza relaţiilor (4.5), (2.23) şi (4.8), se determinã:
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Introducând relaţia (7.4), în (7.2), se obţine:
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Semnificaţia integralei din membrul drept al expresiei (7.5) este ilustratã în figura 7.1.a prin
aria cuprinsã între curba care reprezintã variaţia momentului motor rezultant Mmot şi dreapta care
reprezintã valoarea momentului mediu rezultant Mm mot , calculatã conform relaţiei (4.14), prin
planimetrarea diagramei momentului rezultant.

Momentul corespunzãtor pierderilor mecanice proprii ale motorului Mf poate fi înglobat în
valoarea momentului motor mediu rezultant Mm mot, determinându-se astfel momentul motor efectiv
mediu:

fme MMM
mot

−= . (7.6)
Se constatã cã valoarea momentului motor mediu rezultant, calculat pe baza forţelor care

lucreazã în mecanismele motoare, are semnificaţia unui moment motor indicat, randamentul
mecanic al motorului fiind definit prin relaţia:
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de unde rezultã:
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Fig.7.1

Funcţionarea în regim stabilizat de turaţie a sistemului motor-consumator impune
satisfacerea condiţiilor:

re MM = sau frmotm MMM += .                                (7.9)
Orice abatere de la condiţiile (7.9) impune tranzitarea regimului de funcţionare al motorului spre o
altã turaţie medie a acestuia.

Considerând funcţionarea în regim stabilizat (fig.7.1), se constatã cã, pe intervalul de
rotaţie αA-αB al arborelui cotit, momentul motor este mai mare decât cel rezistent. Ca urmare, pe
durata acestui interval, surplusul de energie furnizat de motor este înmagazinat în sistem prin
creşterea energiei cinetice a acestuia, corespunzãtoare creşterii vitezei unghiulare a arborelui cotit
de la ωmin la ωmax (fig.7.1.b). În punctul B, valorile celor douã momente devin egale şi, pe parcursul
intervalului αB-αC, momentul motor este inferior celui rezistent. Pentru a face faţã surplusului de
energie solicitat de consumator, sistemul cedeazã din energia sa cineticã, viteza unghiularã a
arborelui cotit reducându-se de la ωmax la ωmin. Dacã perioada de variaţie a momentului motor
rezultant este ∆θ=αC-αA, atunci ciclul se repetã, observându-se cã, în intervalul unei perioade de
variaţie a momentului motor rezultant, viteza unghiularã a arborelui cotit variazã între douã limite:
ωmax şi ωmin (fig.7.1.b).

Atunci când momentul motor este superior celui rezistent, aria Ω+ cuprinsã între cele douã
curbe are valoare pozitivã, în timp ce, atunci când momentul motor este inferior celui rezistent, aria
cuprinsã între cele douã curbe (Ω--) este negativã (fig.7.1.a). Din însãşi definiţia momentului motor
rezultant mediu, reiese cã cele douã arii sunt egale (|Ω+| – |Ω--|=0), deci valoarea integralei din
membrul drept al relaţiei (7.5) este nulã, atunci când este evaluatã pe un interval egal cu perioada
de variaţie a momentului motor rezultant.

Semnificaţia fizicã a ariei cuprinsã între curba de variaţie a momentului rezultant şi dreapta
corespunzãtoare momentului rezistent (fig.7.1.a) este aceea de energie mecanicã. Astfel,
considerând scãrile la care este trasatã diagrama: 1 cm (pe axa M) = KM [Nm] şi 1 cm [pe axa α] =
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= Kα [rad], se constatã cã aceeaşi curbã reprezintã şi variaţia unei forţe tangenţiale T, care
acţioneazã la un braţ egal cu raza de manivelã R, faţã de axa de rotaţie a arborelui cotit. Scara la
care este reprezentatã aceastã forţã este: 1 cm (pe axa M) = KF [N], de unde se deduce: KF =
= KM/R. În acelaşi timp, pe axa α se poate interpreta lungimea arcului de cerc parcurs de forţa T,
respectiv mãrimea Rα. Scara la care se citeşte lungimea arcului de cerc este 1 cm (pe axa α) =
= KL [m], de unde rezultã: KL = RKα. În aceste condiţii, unitatea de arie în diagrama din figura 7.1.a
are dimensiunea: 1 cm2 = KF⋅KL = KA [J], deci, de energie mecanicã (lucru mecanic). Factorul de
scarã al energiei rezultã din factorii de scarã la care a fost trasatã diagrama de variaţie a

momentului rezultant: αα == KKRKK
R

K MMA
1 .

Cu aceste observaţii, ecuaţia  (7.5) poate fi particularizatã în modul urmãtor:
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unde cu ∆W s-a notat excedentul, respectiv, deficitul de energie dintre motor şi consumator, în
intervalul unei perioade de variaţie a momentului motor rezultant.

Prin definirea vitezei unghiulare medii a arborelui cotit:

( )minmaxm ω+ω⋅=ω
2

1 (7.11)

şi a gradului de neregularitate al motorului:

m
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relaţia (7.10) capãtã urmãtoarea formulare:
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Aceastã relaţie poate fi utilizatã la dimensionarea volantului unui motor, impunând valoarea
gradului de neregularitate δ şi calculând, prin planimetrarea diagramei de variaţie a momentului
motor rezultant, valoarea excedentului de energie pe ciclu ∆W. În tabelul 7.1 sunt indicate valorile
gradului de neregularitate pe ciclu, recomandate pentru diferite utilizãri ale m.a.i.

Tabelul 7.1

Nr. crt. Utilizarea
Gradul de

neregularitate


1 Motor de propulsie
22

1

50

1


2

Motor auxiliar, cuplat cu generator de curent:

a)  continuu
100

1

150

1


b)  alternativ
150

1

200

1


c)  alternatoare care lucreazã în paralel
250

1

300

1


3 Pompe, compresoare, suflante
20

1

30

1

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Valoarea momentului de inerţie al volantului va rezulta cu atât mai micã, cu cât fluctuaţiile
momentului motor rezultant faţã de valoarea sa medie sunt mai reduse, cu cât se impune o valoare
mai mare a gradului de neregularitate şi cu cât turaţia motorului este mai mare.

La rândul lor, fluctuaţiile momentului motor rezultant faţã de valoarea sa medie sunt cu atât
mai reduse cu cât numãrul de cilindri ai motorului este mai mare, iar acesta este realizat cu
aprinderi uniform repartizate (fig.7.2).

Fig.7.2

Atunci când, numãrul de cilindri este mare, curba de variaţie a momentului rezultant este
intersectatã de dreapta corespunzãtoare momentului mediu în numai douã puncte în intervalul
unei perioade (fig.7.1.a şi fig.7.2.c, d, ..., h). Dacã numãrul de cilindri este redus sau motorul este
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realizat cu aprinderi neuniform repartizate, cele douã curbe se intersecteazã de mai multe ori în
intervalul unei perioade (fig.7.2.a, b şi fig.7.3.a).

Fig.7.3

Planimetrând ariile cuprinse între curba de variaţie a momentului rezultant şi dreapta
corespunzãtoare momentului mediu rezultant (în intervalul unei perioade de variaţie a acestuia) şi
reprezentând ariile respective prin doi vectori de mãrime corespunzãtoare (fig.7.3.c), se determinã
valoarea maximã a excedentului de energie ∆W, pe baza cãruia trebuie dimensionat volantul.

Aceastã metodã de dimensionare a volantului este, în general, acoperitoare pentru
majoritatea cazurilor de utilizare a motoarelor rapide.
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INFORMAȚII SUPLIMENTARE1

I.1. DETERMINAREA MOMENTULUI DE INERŢIE AL VOLANTULUI CU AJUTORUL
DIAGRAMEI ENERGIE – MOMENT DE INERŢIE

În metoda de calcul prezentatã în această temã, variaţia energiei cinetice a pieselor cu
mişcare de translaţie a fost înlocuitã cu variaţia lucrului mecanic produs de forţele de inerţie
corespunzãtoare acestor piese, calculat pentru o valoare medie a vitezei unghiulare a arborelui
cotit. Cum forţele de inerţie sunt proporţionale cu pãtratul vitezei unghiulare a arborelui cotit,
rezultã cã eroarea care se produce la calculul forţelor este aproximativ dublã faţã de eroarea
admisã la medierea vitezei unghiulare.

Rezolvarea ecuaţiei de conservare a energiei mecanice (rel.7.1) se poate face mai exact
reducând în mod corespunzãtor mişcarea tuturor pieselor importante ale motorului la mişcarea de
rotaţie a arborelui cotit.

I.1.1. Reducerea momentelor de inerţie ale pieselor motorului la mişcarea de
rotaţie a arborelui cotit

Reducerea momentelor de inerţie Ik ale unor piese care se rotesc cu viteze unghiulare ωk,
diferite de cea a arborelui cotit ω, se efectueazã pe baza conservãrii energiei cinetice a pieselor
respective:
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Rezultã astfel formula de calcul a momentului de inerţie, redus la axa de rotaţie a arborelui
cotit:
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Cota parte din masa bielei aferentã mişcãrii de rotaţie a manetonului mbm determinã un
moment de inerţie în raport cu axa de rotaţie a arborelui cotit:

2RmI bmrb ⋅= . (I.3)
Reducerea momentelor de inerţie ale maselor cu mişcare de translaţie, în raport cu axa de

rotaţie a arborelui cotit, reprezintã o problemã mai complexã. Pornind tot de la principiul de bazã al
conservãrii energiei cinetice a acestor mase, se poate scrie:

22

2

1

2
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şi ţinând seama de relaţia (6.14′), se determinã pentru momentul de inerţie redus al acestor piese
urmãtoarea epresie:
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1 Elementele prezentate în următoarele pagini au un caracter informativ, pentru completarea cunoștințelor referitoare la
determinarea momentului de inerţie al volantului.
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Efectuând calculele şi ţinând seama de relaţiile trigonometrice ( ) 2/2cos1sin 2  −= şi

( ) 4/cos33coscos3  += , se obţine în final:
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Se constatã cã, deoarece centrul de masã al pieselor cu mişcare de translaţie se
deplaseazã în raport cu axa de rotaţie a arborelui cotit, valoarea momentului de inerţie redus,
corespunzãtor acestor piese, este variabilã în timp. Aceastã variaţie poate fi exprimatã ca o sumã
între o valoare medie a momentului de inerţie redus:
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şi o serie de termeni cu variaţie armonicã.

Fig.I.1

momentul de inerţie total

armonica de ordinul I

armonica de ordinul II

armonica de ordinul III

armonica de ordinul IV
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În figura I.1 este reprezentatã valoarea momentului de inerţie total, corespunzãtor pieselor
mecanismului motor, redus la axa de rotaţie a arborelui cotit, pentru un motor monocilindric,
precum şi variaţia în timp a acestui moment de inerţie. În aceastã figurã, s-au trasat pe verticalã, la
o scarã convenabilã, valorile momentelor de inerţie aferente volantului IV, arborelui cotit IAC şi,
respectiv, masei bielei care participã la mişcarea de rotaţie Irb. În continuare, sunt reprezentaţi
primii patru termeni armonici care exprimã variaţia momentului de inerţie redus al pieselor cu
mişcare de translaţie, precum şi suma acestora (curba continuã din figura I.1).

Pe mãsurã ce numãrul de cilindri creşte, scade amplitudinea variaţiei momentului de inerţie
al pieselor cu mişcare de translaţie. Astfel, la motoarele în 4 timpi cu aprinderi uniform repartizate
subzistã doar armonicele multiple de (i/2), iar la motoarele în 2 timpi, multiple de (i).

Valoarea totalã a momentului de inerţie, redus la axa de rotaţie a arborelui cotit, este:

trrrbACvrt iIiIIII +++= . (I.8)

I.1.2. Determinarea ratei de producere a lucrului mecanic

Datoritã particularitãţilor ciclului de funcţionare, lucrul mecanic este produs de motor în mod
neuniform. Alegând drept origine de evaluare a lucrului mecanic produs de cilindru poziţia de pmi,
corespunzãtoare începutului destinderii, rezultã cã lucrul mecanic produs de motor este superior
celui solicitat de consumator pe toatã durata unui ciclu de funcţionare. Abia la încheierea ciclului,
lucrul mecanic produs de motor devine egal cu cel reclamat de consumator pentru funcţionare, în
regim stabilizat, a sistemului motor–consumator.

Determinarea modului în care se acumuleazã lucrul mecanic, în intervalul unui ciclu de
funcţionare, reclamã calcularea şi reprezentarea graficã a funcţiei:

( ) ∫∫∫
ααα

α α===
000

dMdxFpdVL ppp . (I.9)

Calculul acestor integrale se efectueazã comod, prin metode numerice, cu ajutorul
calculatoarelor electronice. Pentru a obţine o imagine coerentã asupra alurii de variaţie a funcţiei
L(α), se procedeazã, în continuare, la integrarea graficã a diagramei indicate.

Principiul tratãrii grafice a rezolvãrii numerice a integralei (I.9) este reprezentat în figura I.2.
Considerând un arc 21 − pe curba care exprimã variaţia presiunii în cilindru, în funcţie de volumul
acestuia, se determinã un element de arie

21 21 VV −−− , care, dupã cum se ştie,
reprezintã lucrul mecanic schimbat de fluidul
motor cu exteriorul, în intervalul de variaţie a
volumului: 12 VVV −=∆ . Dacã intervalul ∆V
este suficient de mic, arcul de curbã 21 −
poate fi aproximat cu un segment de
dreaptã, aria elementului 21 21 VV −−−
calculându-se ca arie a unui trapez:

( ) VpVppL ∆⋅=∆+⋅=∆ −21212

1 ,      (I.10)

unde cu 21−p s-a notat valoarea medie a
presiunii în intervalul ∆V. Valoarea ∆L, calcu- Fig.I.2
latã cu relaţia (I.10), se transpune la o scarã
convenabilã pe ordonata 22 V− şi, întrucât s-a admis cã variaţia presiunii în intervalul ∆V este
liniarã, rezultã cã şi lucrul mecanic produs în acest interval variazã tot liniar; ca urmare, se poate
scrie:

β⋅∆=∆ tgVL . (I.11)

1

2
p1-2

p

p1

d

βB O

∆V

∆L

L

β
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Comparând relaţiile (I.10) şi (I.11), se observã cã mãrimea tg este proporţionalã cu
presiunea medie 21−p pe intervalul considerat, iar unghiul  poate fi materializat prin construcţia
ajutãtoare din partea stângã a figurii I.2. Prin urmare, mãrimea ∆L poate fi determinatã grafic
trasând prin punctul V1 o paralelã la dreapta 21−pB . Pentru ca ∆L sã rezulte la scara doritã: 1 cm
(axa L) = µL [Nm], este necesar, conform relaţiilor (I.10) şi (I.11), precum şi a figurii I.2, ca

,
d

tg
L

V pV
VL


 =

∆
∆= unde µp şi µV exprimã scãrile la care a fost trasatã diagrama p–V:

1 cm (axa p) = µp [MPa] şi 1 cm (axaV) = µV [cm3].
Dupã ce s-a convenit asupra scãrilor la care se executã lucrarea graficã, se determinã:

L

pV
d




= . (I.12)

Fig.I.3
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Plecând de la diagrama indicatã a motorului (fig.I.3), integrarea graficã a acesteia se
efectueazã în modul urmãtor:

a) se împarte diagrama în intervale de volum corespunzãtoare unor intervale de variaţie
identice ∆α ale unghiului de rotaţie al arborelui cotit, conform metodei grafice utilizate la
determinarea deplasãrii pistonului, respectiv a funcţiei p = f(α);

b) se determinã pe diagramã, valoarea medie a presiunii în interiorul fiecãrui interval
considerat;

c) se alege un punct B, pe o dreaptã în prelungirea izobarei corespunzãtoare din carter,
astfel încât, conform relaţiei (I.12), lucrul mecanic sã rezulte la scara doritã;

d) se uneşte punctul B cu punctele de pe axa ordonatelor, care reprezintã valorile
presiunilor medii pe intervalele considerate;

e) se traseazã, începând din punctul A şi primul interval corespunzãtor destinderii, paralele
la dreptele pB , pânã la închiderea completã a ciclului.

Curba de variaţie a lucrului mecanic efectuat pe ciclu se reprezintã grafic în funcţie de
unghiul de rotaţie al arborelui cotit (fig.I.4). Pe aceeaşi diagramã se traseazã şi variaţia lucrului
mecanic corespunzãtor momentului motor rezistent. Dacã acesta se manifestã printr-un moment
rezistent constant aplicat arborelui cotit, lucrul mecanic rezistent variazã liniar cu unghiul de rotaţie
al arborelui cotit, iar condiţia de funcţionare în regim stabilizat a sistemului motor–consumator
reclamã ca, la încheierea unui ciclu, cele douã valori ale lucrului mecanic sã fie egale (fig.I.4). La
fiecare poziţie a arborelui cotit, aceastã diagramã precizeazã valoarea lucrului mecanic efectuat de
cãtre fluidul motor L şi a lucrului mecanic suplimentar Ls=LLr. La sfârşitul unui ciclu de
funcţionare, cele douã componente ale lucrului mecanic se compenseazã reciproc şi lucrul
mecanic total, efectuat pe ciclu Lciclu, este egal cu lucrul mecanic rezistent ce revine unui ciclu de
funcţionare al motorului.

Fig.I.4

Dacã motorul are mai mulţi cilindri, diagrama de variaţie a lucrului mecanic, pe ansamblul
motorului, se obţine prin însumarea diagramelor de variaţie ale lucrurilor mecanice realizate de
fiecare cilindru, cu luarea în consideraţie a decalajelor unghiulare care separã funcţionarea
cilindrilor respectivi. În figurile I.5 și I.6 sunt reprezentate curbele de variaţie a lucrului mecanic, în
funcţie de unghiul de rotaţie al arborelui cotit, pentru un motor cu 2 şi, respectiv, cu 4 cilindri,
ambele motoare fiind în 4 timpi şi cu aprinderi uniform repartizate.

11
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Fig.I.5

Fig.I.6
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I.1.3. Construcția diagramelor energie-moment de inerție

Pentru a urmãri modul în care se realizeazã transferul de energie între arborele cotit şi
piesele aflate în mişcare de translaţie, se traseazã diagrama de variaţie a lucrului mecanic
suplimentar (energie mecanicã suplimentarã) în raport cu momentul de inerţie total, redus la axa
de rotaţie a arborelui cotit.

Modalitatea de eliminare a parametrului α între funcţiile Ls(α) şi Irt (α) este reprezentatã în
figura I.7.

Fig.I.7
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În punctul O, la începutul cursei de destindere, energia cineticã a pieselor cu mişcare de
translaţie este nulã. Pe durata primei jumãtãţi a cursei de destindere, lucrul mecanic suplimentar
produs de fluidul motor care evolueazã în cilindru este acumulat sub formã de energie cineticã de
cãtre piesele cu mişcare de translaţie. Acestea îl cedeazã, în a doua jumãtate a cursei de
destindere, pieselor cu mişcare de rotaţie, astfel încât, la începutul evacuãrii (punctul 6), lucrul
mecanic suplimentar se gãseşte înmagazinat sub formã de energie cineticã a pieselor cu mişcare
de rotaţie. Pe prima jumãtate a curselor de evacuare, admisie şi comprimare, piesele cu mişcare
de translaţie primesc energie cineticã de la piesele cu mişcare de rotaţie şi le-o cedeazã înapoi, pe
jumãtatea a doua a curselor respective.

În figura I.8 este reprezentatã construcţia diagramei Ls=f(Irtr) pentru un motor în 4 timpi, cu 4
cilindri şi aprinderi uniform repartizate. În acest caz, în structura momentului de inerţie redus
subzistã numai armonicile de ordinul II şi IV, valorile respective fiind, totodatã, de patru ori mai
mari, iar energia suplimentarã realizeazã patru cicluri de variaţie pe durata a douã rotaţii ale
arborelui cotit. Ca urmare a acestor particularitãţi, curba ciclicã închisã ( )

trrs IfL = este parcursã

complet în 180°RAC.

Fig.I.8
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În mod asemãnãtor, se pot construi diagramele ( )
trrs IfL = pentru orice numãr de cilindri ai

motorului. În figura I.9 sunt reprezentate alurile unor asemenea diagrame, pentru o serie de
motoare în 4 timpi, cu aprinderi uniform repartizate. Pe mãsurã ce creşte numãrul de cilindri, scade
amplitudinea variaţiei lucrului mecanic suplimentar şi, totodatã, amplitudinea momentului de inerţie
redus al pieselor cu mişcare de translaţie (la i = 6 subzistã numai armonica de ordinul III, la i = 8
numai armonica de ordinul IV, iar la un numãr mai mare de cilindri, numai armonici de ordin
superior, care au valori foarte mici). Ca urmare, odatã cu creşterea numãrului de cilindri,
amplitudinea în sens orizontal a curbei ( )

trrs IfL = scade, alura generalã a acesteia tinzând cãtre
o formã alungitã pe verticalã (fig.I.9).

Fig.I.9

O proprietate însemnatã a curbei ( )
trrs IfL = este aceea cã ea nu depinde de valoarea

momentelor de inerţie ale pieselor cu mişcare de rotaţie. Ca urmare, forma ei nu se schimbã dacã
se modificã dimensiunile volantului utilizat sau gradul de echipare cu contragreutãţi a arborelui

15
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cotit. De asemenea, alura diagramei este independentã şi de valoarea vitezei unghiulare a
arborelui cotit.

Diagrama ( )
trrs IfL = poate fi trasatã şi direct, pe baza datelor obţinute prin calculul funcţiei

( ) ( ) α⋅α∆−α= /LLL ciclus cu relaţia (I.9) şi al funcţiei ( )
trrI cu relaţia (I.6). Întrucât ambele funcţii

sunt exprimate în raport cu acelaşi parametru α, corelarea lor reciprocã decurge în mod direct.

I.1.4. Determinarea momentului de inerție al volantului

Poziţionarea diagramei ( )
trrs IfL = într-un sistem de axe de coordonate care sã coreleze

energia totalã W a sistemului cu valoarea momentului de inerţie total, redus la axa de rotaţie a
arborelui cotit, necesitã cunoaşterea momentelor de inerţie ale tuturor pieselor mecanismului motor
(inclusiv volantul) şi a energiei acestora, corespunzãtoare punctului de origine al diagramei

( )
trrs IfL = :

( ) 2

2

1 ω⋅++= rbACVo iIIIW . (I.13)

Presupunând cunoscute toate aceste elemente, se construieşte diagrama din figura I.10, în
care, unind un punct arbitrar b al curbei cu originea sistemului de coordonate, se obţine dreapta
Ob, care face cu axa absciselor unghiul ϕb. Tangenta acestui unghi reprezintã raportul dintre
energia totalã, corespunzãtoare momentului de inerţie redus total şi valoarea acestuia, pentru
poziţia mecanismului, precizatã de punctul b (fig.I.10):

2

2

2

12

1

b
b

bb

b

b

b

osb
b I

I

I

W

I

WL
tg ω=

ω
==

+
=ϕ , (I.14)

deci o mãrime proporţionalã cu pãtratul vitezei unghiulare a arborelui, în poziţia corespunzãtoare
punctului b din diagramã. Din relaţia (I.14) se deduce:

bb tg 2= , (I.15)
iar valorile extreme între care variazã viteza unghiularã a arborelui cotit vor fi:







ϕ⋅=ω

ϕ⋅=ω

.tg

;tg

minmin

maxmax

2

2
(I.16)

Fig.I.10
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Cu ajutorul relaţiilor (7.12), (7.11) şi (I.16), se pot defini geometric, pe diagrama
( )

trrIfW = , viteza unghiularã medie şi gradul de neregularitate:

( ) mm tgtgtg  2
2

2
minmax =+= ; (I.17)

( )
mm tg

tgtgtgtg







 minmaxminmax2 −

=
−

= . (I.18)

Calculul momentului de inerţie IV, pe care trebuie sã-l aibã volantul pentru a asigura
valoarea impusã de gradul de neregularitate δ al sistemului acţionat de m.a.i., se efectueazã în
modul urmãtor:
a) se construieşte diagrama ( )

trrs IfL = , conform celor precizate anterior. Pe axa absciselor, se
adaugã momentul de inerţie al arborelui cotit şi cel corespunzãtor maselor bielelor aferente
manetoanelor, determinându-se astfel punctul O1 (fig.I.11);

b) se stabileşte corelaţia dintre unghiurile maxϕ , minϕ şi gradul de neregularitate δ impus de
regimul de lucru definit prin viteza unghiularã medie a arborelui cotit ωm. Din relaţiile (I.17) şi
(I.28) se deduce:









=−

=+

.
2

;2

minmax

min

m

mmac

tgtg

tgtg





(I.19)

de unde se determinã:
22

2
1

2





 += 

 m
mactg ; (I.20)

22

min 2
1

2





 −= 

 mtg . (I.21)

Fig.I.11
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c) cu relaţiile (I.20) şi (I.21) se calculeazã unghiurile maxϕ şi minϕ , dupã care se traseazã
tangente la curba ( )

trrs IfL = , având oblicitãţile corespunzãtoare. Punctul de intersecţie al
celor douã tangente defineşte originea O a sistemului de coordonate W‒Irt şi permite
determinarea, la scara diagramei, a momentului de inerţie al volantului Iv (fig.I.11).

Acest procedeu grafic este, însã, lipsit de precizie, deoarece având în vedere valorile foarte
mici ale gradelor de neregularitate admise pentru m.a.i., unghiurile maxϕ şi minϕ au valori foarte
apropiate. O determinare mai exactã se poate obţine prelungind cele douã tangente spre partea
dreapta a figurii, pânã la intersecţia cu o ordonatã arbitrarã. Acestei ordonate îi corespunde un
moment de inerţie Ix, evaluat, la  scara diagramei, din punctul O1, unde este reperat momentul de
inerţie al arborelui cotit (fig.I.11). Segmentul de dreaptã ∆Lx, determinat de intersecţia celor douã
tangente cu ordonata respectivã, poate fi exprimat ca:

( ) ( )minmaxxvx tgtgIIL ϕ−ϕ⋅+=∆ , (I.22)
de unde se deduce:

x
m

x
x

minmax

x
v I

L
I

tgtg

L
I −

ω⋅δ

∆
=−

ϕ−ϕ
∆

=
2

. (I.22)

Aceste calcule, necesare determinãrii momentului de inerţie al volantului, pot fi realizate cu
un grad avansat de precizie transformând metodele grafice prezentate în programe de calculator.
Prezentarea sub formã graficã a metodei de calcul are avantajul de a ilustra însã, în mod sugestiv,
principiul acestei metode, precum şi bazele ei fizico-matematice.

I.1.5. Determinarea gradului de neregularitate pentru o valoare dată a
momentului de inerție al volantului

Dacã se dispune de un volant al cãrui moment de inerţie IV este cunoscut şi se doreşte
determinarea gradului de neregularitate ce se obţine la un anumit regim de turaţie al motorului, se
procedeazã în felul urmãtor:

a) se traseazã diagrama ( )
trrs IfL = şi se repereazã axa ordonatelor (W), pe baza

valorilor cunoscute ale momentelor de inerţie corespunzãtoare volantului, arborelui cotit
şi maselor bielelor aferente manetoanelor (fig.I.12);

Fig.I.12
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b) se calculeazã cu relaţia (I.17) un unghi mϕ , corespunzãtor vitezei unghiulare medii a

arborelui cotit: ( )2/2
mm arctg  = . Prin punctele 1 şi 2 ale diagramei ( )

trrs IfL = ,
corespunzãtoare intersecţiilor cu ordonata trasatã prin punctul care exprimã valoarea
medie a momentului de inerţie redus al pieselor cu mişcare de translaţie, se traseazã
douã drepte cu înclinarea mϕ faţã de orizontalã. Aceste douã drepte paralele sunt
distanţate între ele, pe o direcţie paralelã cu axa ordonatelor (energiilor), cu mãrimea

aproxW∆ , care reprezintã valoarea aproximativã a surplusului de energie ce trebuie
înmagazinat de piesele în mişcare ale motorului. O valoare aproximativã a gradului de
neregularitate, calculat pe baza acestei energii, este:

2
mrm

aprox
aprox

I

W

ω⋅

∆
=δ , (I.23)

unde cu Irm s-a notat valoarea medie a momentului de inerţie redus al maselor în
mişcare ale motorului;

c) cu valoarea aproximativã a gradului de neregularitate, calculatã cu relaţia (I.23), se
determinã, cu expresiile (I.20) şi (I.21), valorile aproximative aproxmax şi aproxmin şi

se traseazã tangentele respective la diagrama ( )
trrs IfL = . Aceste tangente

intersecteazã , pe axa W, un segment ∆;
d) din mijlocul segmentului ∆, se duc tangentele la curba ( )

trrs IfL = , determinându-se

unghiurile maxϕ şi minϕ . Se verificã dacã este îndeplinitã condiţia

mmtg
tgtg




2

2

2
minmax ==

+
. (I.24)

În cazul în care aceastã condiţie nu este îndeplinitã, se modificã în mod corespunzãtor
poziţia originii O, în segmentul ∆, pânã când condiţia (I.24) este îndeplinitã cu o precizie
satisfãcãtoare. În aceastã situaţie, gradul de neregularitate se poate calcula cu relaţia (I.18).

I.1.6. Probleme speciale legate de uniformitatea mișcării de rotație a arborilor
cotiți

În general, gradul de uniformitate al mişcãrii de rotaţie a arborelui cotit


 1

'= (I.25)

creşte odatã cu creşterea numãrului de cilindri ai motorului. Ca urmare, pe mãsurã ce creşte
numãrul de cilindri, scade valoarea momentului de
inerţie al volantului, necesar pentru obţinerea aceluiaşi
grad de uniformitate.

Gradul de uniformitate depinde însã, pentru
acelaşi tip de motor, de turaţia de funcţionare a
acestuia. Într-adevãr, anumite configuraţii ale curbei

( )
trrs IfL = determinã închiderea ei într-un unghi

minim, la o anumitã energie cineticã a sistemului, deci
la o anumitã turaţie de funcţionare a motorului
(fig.I.13). Aceastã situaţie explicã existenţa unui
maxim al gradului de uniformitate, pentru o anumitã
turaţie de funcţionare a motorului. În figura I.14 este
reprezentatã variaţia în funcţie de turaţie a gradului de Fig.I.13
uniformitate pentru o serie de m.a.s-uri.
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Fig.I.14

Se constatã cã, pentru motoarele cu 4, 6 şi 8 cilindri, gradul de uniformitate  al mişcãrii de
rotaţie al arborelui cotit prezintã un maximum care este cu atât mai mare şi mai deplasat cãtre
turaţii ridicate, cu cât numãrul de cilindri este mai mare. Pentru celelalte motoare (cu 5, 7, 9, 10 şi
12 cilindri), gradul de uniformitate creşte continuu cu turaţia. Aceastã comportare este justificatã de
alura curbelor ( )

trrs IfL = , corespunzãtoare motoarelor respective (fig.I.8 şi I.9).
Gradul de uniformitate este influenţat şi de raportul de comprimare, înregistrând, de regulã,

o creştere, odatã cu mãrirea acestui raport.
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